




Аннотация 

В последнее время возобновился интерес к выбору гидродинамических профилей в связи с 

тем, что для постройки крыльев стали применять современные композиционные материалы. 

Поэтому данная дипломная работа посвящена теории построения аэродинамического 

профиля. Крыло бесконечного размаха в аэродинамике рассматривается как идеальная схема. 

Этот случай поддается строгому изучению, приводящему к точным решениям, которые, при 

некоторых упрощающих гипотезах, таких как условие Кутта-Жуковского, могут 

непосредственно применяться и к действительным крыльям. Эта задача рассматривается в 

первой главе настоящей выпускной работы. Во второй главе рассмотрены некоторые простые 

примеры гидродинамических течений в двусвязных областях. Сначала находится течение, 

возбуждаемое диполем в кольце, а затем, с помощью подходящих отображений, полученные 

линии тока переводятся в физическую область. В таком случае точное отображение 

двусвязной области получается только на внешность двух кругов, а приближенное 

отображение осуществляется полуобратным способом. 

Выпускная квалификационная работа содержит: 29 с., 19 рис., 21 источник. 

 

Abstract 

 

In recent years, a renewed interest in the choice of hydrodynamic profiles due to the fact that modern 

composite materials began to be used for the construction of the wings. Therefore, this thesis is 

devoted to the theory of the construction of the airfoil. The wing of infinite span in aerodynamics is 

seen as the ideal scheme. This case is amenable to rigorous study, leading to the exact solutions, 

which under certain simplifying hypotheses, such as the condition of Kutta-Zhukovsky, and can be 

applied directly to the actual wings. This problem is considered in the first chapter of this final 

work. In the second chapter we consider some simple examples of hydrodynamic flows in doubly 

connected domains. First is over excited dipole in the ring, and then, with the help of suitable maps, 

streamlines obtained translated to the physical domain. In this case, an accurate representation of a 

doubly connected region obtained only on the exterior of the two circles, and the approximate 

mapping is carried out semi-inverse method.  

 

Final qualifying work contains: 29 pages, 19 fig., 21 sources. 
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ÂâåäåíèåÄåéñòâèòåëüíûå êðûëüÿ èìåþò îãðàíè÷åííûé ðàçìåð è îáû÷íî íå ÿâëÿþòñÿ öèëèí-äðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïîýòîìó êðûëî áåñêîíå÷íîãî ðàçìàõà ñëåäóåò ðàññìàòðè-âàòü êàê èäåàëüíóþ ñõåìó. Ýòîò ñëó÷àé ïîääàåòñÿ ñòðîãîìó èçó÷åíèþ, ïðèâîäÿùåìó êòî÷íûì ðåøåíèÿì, êîòîðûå, ïðè íåêîòîðûõ óïðîùàþùèõ ãèïîòåçàõ,òàêèõ êàê óñëîâèåÊóòòà�Æóêîâñêîãî, ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòüñÿ è ê äåéñòâèòåëüíûì êðûëüÿì.Ïîýòîìó èìååòñÿ íåîáõîäèìîñòü â òùàòåëüíîì èññëåäîâàíèè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå-÷åíèÿ âîêðóã íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ èäåàëüíîãî êðûëà. Ýòó çàäà÷ó ÿ èçó÷àþ â ïåðâîéãëàâå (ðàçäåëå) íàñòîÿùåé âûïóñêíîé ðàáîòû.Àýðîäèíàìè÷åñêèì ïðî�èëåì íàçûâàþò çàìêíóòûé êîíòóð, âûòÿíóòûé â íàïðàâ-ëåíèè ïîòîêà è èìåþùèé îñòðûé çàäíèé êîíåö, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ çàäíåé îñòðîéêðîìêîé, è ñ çàêðóãëåííûì ïåðåäíèì êîíöîì, íàçûâàåìûì ïåðåäíåé êðîìêîé. Çàäíÿÿîñòðàÿ êðîìêà èãðàåò ïåðâîñòåïåííóþ ðîëü â îáúÿñíåíèèè ïîîäúåìíîé ñèëû. Äðóãèõîñòðûõ êðîìîê íà ïðî�èëå îáû÷íî íå äîïóñêàåòñÿ, òàê êàê íà íèõ ïîëó÷àåòñÿ áåñ-êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü, ÷òî �èçè÷åñêè íåâîçìîæíî. Â òàêèõ ìåñòàõ íàðóøàåòñÿ ïëàâíîåîáòåêàíèå, è ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå è ñðûâ â ïîòîê âèõðåé.Àýðîäèíàìè÷åñêèå ïðî�èëè ïðèìåíÿþòñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè êðûëüåâ ñàìîëåòàèëè ëîïàñòåé ïðîïåëëåðà, à òàêæå ëîïàòîê ãèäðàâëè÷åñêèõ òóðáîìàøèí. Èõ �îðìà ïî-ëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ âíåøíîñòè êðóãà. Ïîñêîëüêó òàêèõîòîáðàæåíèé, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, íåìíîãî, òî îíè îïðåäåëåííûì îá-ðàçîì êëàññè�èöèðóþòñÿ [1, 2, 3℄, íàïðèìåð, äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ïðèìåíÿþòñÿ:1) ïðî�èëè Í.Å.Æóêîâñêîãî, 2) ïðî�èëè Êàðìàíà-Ìèçåñà, 3) ïðî�èëè Êàðà�îëè, èíåêîòîðûå äðóãèå, ìåíåå èçâåñòíûå ïðî�èëè.Â âûïóñêíîé ðàáîòå ÿ îãðàíè÷èâàþñü ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïðî�èëåé Æóêîâñêîãî,êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ êîí�îðìíûì îòîáðàæåíèåì âíåøíîñòè âñïîìîãàòåëüíîãî êðóãà íàâíåøíîñòü êðóãîâîãî ðàçðåçà.Ïîäúåìíàÿ ñèëà è âðàùàþùèé ìîìåíò, äåéñòâóþùèå íà ïðî�èëü çàâèñÿò îò ñêîðî-ñòè òå÷åíèÿ, �îðìû ïðî�èëÿ è óãëà àòàêè. Îäíàêî óãîë àòàêè íå îïðåäåëåí äî òåõ ïîð,ïîêà íå íàéäåíà îñü, ñâÿçàííàÿ ñ êîíòóðîì, ïðè îáòåêàíèè âäîëü êîòîðîé, ïîäúåìíàÿñèëà ðàâíà íóëþ (îñü íóëåâîé ïîäúåìíîé ñèëû). �àñ÷åò âñåõ ýòèõ âåëè÷èí íà ÝÂÌ ÿîñóùåñòâëÿþ â ïåðâîé ãëàâå âûïóñêíîé ðàáîòû.Â òåîðåòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå îñîáåííî õîðîøî ïðåäñòàâëåíà òåîðèÿ ìîíîïëàíîâáåñêîíå÷íîãî ðàçìàõà. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ êàê îñíîâà äëÿ èçó÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ êðû-ëüåâ êîíå÷íîãî ðàçìàõà [5, 2℄. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ðàíåå èñïîëüçîâàëèñü òàêæå ñàìî-ëåòû ñ ïàðîé êðûëüåâ, êîòîðûå îáðàçóþò áèïëàííóþ êîðîáêó, (è î÷åíü ðåäêî � ìíî-ãîïëàíû). Ïðèìåíÿëèñü òàêæå êðûëüÿ, ñíàáæåííûå ïðåäêðûëêàìè è çàêðûëêàìè, êî-òîðûå, ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâóñâÿçíûå îáëàñòè. Äàæåòåîðèÿ ðóëÿ (ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî èëè àýðîäèíàìè÷åñêîãî) òðåáóåò èçó÷åíèÿ òå÷åíèé âäâóñâÿçíîé îáëàñòè. Âíèìàíèå êîíñòðóêòîðîâ ïðèâëåêàëà òàêæå òåîðèÿ ýêðàíîïëàíîâ,êàê ïåðñïåêòèâíîå íàïðàâëåíèå â àâèàöèè, ïîçâîëÿþùåå çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü ïîäú-åìíóþ ñèëó. Çäåñü òîæå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèå â äâóñâÿçíîé îáëàñòè. Òà-êèå æå çàäà÷è äàâíî óæå âîçíèêàëè â ýëåêòðîòåõíèêå è â ýëåêòðîíèêå. Êîíäåíñàòîðû,âîëíîâîäû, ïîåçäà íà ìàãíèòíîé ïîäóøêå, ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîäâåñêèðîòîðîâ ãèðîñêîïîâ � âñå ýòî òðåáóåò èçó÷åíèÿ �èçè÷åñêèõ ïîëåé â äâóñâÿçíûõ è äàæåâ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ.Òàêèì îáðàçîì, äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïîëåé â íåîäíîñâÿçíîéîáëàñòè ïðèâîäèò ê ãîðàçäî áîëüøåìó ðàçíîîáðàçèþ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæå-íèé. Îäíàêî, ðàáîòà çàòðóäíÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ìåòîäû ðàñ÷åòà ïîëåé â íåîäíîñâÿç-2



íîé îáëàñòè ñëèøêîì ñëîæíû è òðåáóò âûñîêîãî óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè.Äëÿ îòîáðàæåíèÿ äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé íóæíî õîðîøî âëàäåòü òåîðèåé ýëëèïòè÷åñêèõ�óíêöèé, à äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ � òåîðèåé àâòîìîð�íûõ �óíêöèé, êîòîðàÿ â íàñòîÿùååâðåìÿ åùå íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòà ìàòåìàòèêàìè äëÿ ïðèëîæåíèé. Ïîýòîìó òåõíè÷åñêèìñïåöèàëèñòàì ÷àùå âñåãî ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê î÷åíü ãðóáûì ïðèáëèæåííûì ìåòî-äàì ðàñ÷åòà.Îáû÷íûå ó÷åáíèêè ïî ãèäðîäèíàìèêå èëè ïî òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ïî-÷òè ñîâñåì íå êàñàþòñÿ âîïðîñîâ êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé. Îíèðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî â ñåðüåçíûõ òðóäàõ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê [10, 12, 13, 18℄.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè ìîãóò áûòü êîí�îðìíî îòîá-ðàæåíû îäíà íà äðóãóþ [10, 7, 9℄. Èíà÷å äåëî îáñòîèò ñ îáëàñòÿìè äâóñâÿçíûìè. Äëÿíèõ çà êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü îáû÷íî ïðèíèìàþò êîíöåíòðè÷åñêîå êðóãîâîå êîëüöî.Åäèíñòâåííîé �óíêöèåé, êîòîðàÿ ìîæåò îñóùåñòâèòü êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîãîêîëüöà íà äðóãîå, ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, à ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ïîêà-çûâàåò, ÷òî îòíîøåíèå ðàäèóñîâ êîëåö ïðè ýòîì äîëæíî áûòü îäíèì è òåì æå. Ïðî-èçâîëüíàÿ äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü è ïîäàâíî íå ìîæåò áûòü êîí�îðìíî îòîáðàæåíà íàïðîèçâîëüíîå êðóãîâîå êîëüöî. Îäíàêî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîé äâóñâÿçíîé îáëàñòèñóùåñòâóåò êðóãîâîå êîëüöî, íà êîòîðîå åå ìîæíî êîí�îðìíî îòîáðàçèòü. Îòíîøåíèåðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, îãðàíè÷èâàþùèõ ýòî êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, â òîì ñìûñ-ëå õàðàêòåðèçóþøåì ðàññìàòðèâàåìóþ äâóñâÿçíóþ îáëàñòü, ÷òî ëèøü òå äâóñâÿçíûåîáëàñòè ìîæíî êîí�îðìíî îòîáðàçèòü äðóã íà äðóãà, äëÿ êîòîðûõ ýòîò ïàðàìåòð èìååòîäíî è òî æå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü îòîáðàæàåòñÿ íàêîëüöî ñ îïðåäåëåííûì îòíîøåíèåì ðàäèóñîâ åãî îêðóæíîñòåé.Âî âòîðîé ãëàâå ðàáîòû ÿ ðàññìàòðèâàþ íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðèìåðû ãèäðîäèíà-ìè÷åñêèõ òå÷åíèé â äâóñâÿçíûõ îáëàñòÿõ. Ñíà÷àëà ÿ íàõîæó òå÷åíèå, âîçáóæäàåìîåäèïîëåì â êîëüöå, à çàòåì, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ îòîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûå ëèíèèòîêà ïåðåâîæó â �èçè÷åñêóþ îáëàñòü.
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1 �àñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïðî�èëåé1.1 Òå÷åíèå âîêðóã êðóãîâîãî öèëèíäðàÏðåäïîëîæèì, ÷òî êðóãîâîé êîíòóð ïîìåùåí â îäíîðîäíûé ïîòîê, äâèæóùèéñÿ ñîñêîðîñòüþ V0 ïàðàëëåëüíî îñè àáñöèññ, è ÷òî âîêðóã êîíòóðà ñóùåñòâóåò öèðêóëÿöèÿ
Γ. Ýòà ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé, è åå áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé ζ = ξ + iη.Åñëè öèðêóëÿöèÿ îòñóòñòâóåò, êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w = Φ + iΨ òå÷åíèÿ ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå

w(ζ) = V0

(

ζ +
R2

ζ

)

; (1.1.1)ãäå R � ðàäèóñ êðóãà.Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ ζ = Reiϕ, è ïîäñòàâëÿÿ â (1.1.1), ïîëó÷èì, ÷òî
w

(

Reiϕ
)

= 2V0R cos ϕÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé �óíêöèåé, ñëåäîâàòåëüíî, ìíèìàÿ ÷àñòü Ψ (�óíêöèÿ òîêà) íàêðóãå ðàâíà íóëþ, è êðóã ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà.Äîáàâëÿÿ ê (1.1.1) êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé âèõðþ, ðàñïîëîæåí-íîìó â öåíòðå êðóãà, äëÿ êîòîðîãî âñå êðóãè, â òîì ÷èñëå è íàø, ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìèòîêà, ïîëó÷èì òå÷åíèå îêîëî êðóãà ñ öèðêóëÿöèåé, êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë êîòîðîãîèìååò âûðàæåíèå:
w(ζ) = V0

(

ζ +
R2

ζ

)

+
iΓ

2π
ln ζ; (1.1.2)Ïóñòü òåïåðü ñêîðîñòü ïîòîêà íàïðàâëåíà íå ïî îñè àáñöèññ, à ïîä íåêîòîðûì óãëîìíàêëîíà ê íåé ϑ. Òîãäà ìû äîëæíû çàìåíèòü â êîìïëåêñíîì ïîòåíöèàëå ìíîæèòåëü V0íà V0e

−iϑ, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê u + iv = dW
dζ
. Îðèåíòàöèþ îñåé êðóãàìû íå áóäåì ìåíÿòü, òîãäà ïðèäåòñÿ èçìåíèòü îðèåíòàöèþ îñåé äèïîëÿ, ïîâåðíóâ åãîíà óãîë ϑ. Â ðåçóëüòàòå, âìåñòî (1.1.2), ïîëó÷èì áîëåå îáùåå âûðàæåíèå:

w(ζ) = V0

(

ζe−iϑ +
R2eiϑ

ζ

)

+
iΓ

2π
ln ζ. (1.1.3)Íà êðóãå, ïîëàãàÿ ζ = Reiϕ, ìû ñíîâà ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ òîêà (Ψ =

Γ

2π
ln R) áóäåòïîñòîÿííîé, à ïîòåíöèàë ñêîðîñòè Φ áóäåò ðàâåí:

Φ = 2V0R cos(ϕ − ϑ) − Γϕ

2π
. (1.1.4)Çäåñü óãîë ϑ � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, à óãîë ϕ ìåíÿåòñÿ âäîëü êðóãà.Íàéäåì, ÷åìó áóäåò ðàâíà êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè âäîëü êðóãà (íîðìàëü-íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà íåì ðàâíà íóëþ), äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé

vτ =
1

R

∂Φ

∂ϕ
= −2V0 sin(ϕ − ϑ) − Γ

2πR
. (1.1.5)Ýòà ñêîðîñòü ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ óãëà ϕ, êîòîðûå îïðåäåëÿ-þòñÿ êàê êîðíè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

sin(ϕ − ϑ) = − Γ

4πV0R
. (1.1.6)4



Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà öèðêóëÿöèè Γ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó:
|Γ|

4πV0R
≤ 1. (1.1.7)Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òî íà êðóãå èìåþòñÿ äâå òî÷êè ñ íóëåâîé ñêîðî-ñòüþ (êðèòè÷åñêèå òî÷êè òîðìîæåíèÿ), êîòîðûå äåëÿò êðóã íà äâå ÷àñòè. Íà îäíîé÷àñòè êðóãà æèäêîñòü äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à íà äðóãîé ÷àñòèâ îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.Åñëè íåðàâåíñòâî (1.1.7) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òîãäà íà êðóãå ñêîðîñòü â íóëü íè-ãäå íå îáðàùàåòñÿ, è æèäêîñòü äâèæåòñÿ íà íåì âñå âðåìÿ â îäíîì, ïîëîæèòåëüíîìèëè îòðèöàòåëüíîì, íàïðàâëåíèè. Òàêèå äâèæåíèÿ íåóñòîé÷èâû. Êðîìå òîãî, âîçíè-êàåò âîïðîñ î ïðîèñõîæäåíèè öèðêóëÿöèè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü æèäêîñòü íåâÿçêóþ,ëèøåííóþ òðåíèÿ, òî â ïîòîêå, íå èìåþùåì âèõðåé, ïî òåîðåìå Ñòîêñà, îíè è íå ìîãóòîáðàçîâûâàòüñÿ; òàêèì îáðàçîì, èñòî÷íèê îáðàçîâàíèÿ âèõðåé íàäî èñêàòü â âÿçêîñòèæèäêîñòè. Ïî Ïðàíäòëþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùóþ êàðòèíó îáðàçîâàíèÿ âèõ-ðåé. Â êàêîé-ëèáî óãëîâîé òî÷êå ïðî�èëÿ, ïðè áåñöèðêóëÿöèîííîì îáòåêàíèè ñêîðîñòüòå÷åíèÿ áóäåò áåñêîíå÷íî áîëüøîé, ÷òî �èçè÷åñêè íåâîçìîæíî. Äîïóñòèì, ÷òî âñëåä-ñòâèå âÿçêîñòè â ýòîé òî÷êå îáðàçóåòñÿ òàêîé âèõðü, ÷òî ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ îêàæåòñÿêîíå÷íîé è, ñëåäîâàòåëüíî âîçìîæíîé �èçè÷åñêè. Çíà÷èò îêîëî êðûëà îáðàçóåòñÿ öèð-êóëÿöèÿ. Ñëåäñòâèåì åå îáðàçîâàíèÿ áóäåò òî, ÷òî â ýòîé òî÷êå ïðîèñõîäèò ñõîä ñòðóéñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ.Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ñëàáîé âÿçêîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîêðóã ïðî�èëÿ âñåãäààâòîìàòè÷åñêè âîçíèêàåò öèðêóëÿöèÿ, ïðè÷åì òàêàÿ, ÷òî îñòðàÿ êðîìêà äîëæíà áûòüêðèòè÷åñêîé òî÷êîé ñõîäà ñòðóé. Äðóãîé ñëó÷àé âîçíèêíîâåíèÿ öèðêóëÿöèè âîêðóãöèëèíäðà (áåç îñòðîé êðîìêè) ïðåäñòàâëÿåòñÿ, êîãäà öèëèíäð ñàì ïî ñåáå ìîæåò áûñòðîâðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè, êàê, íàïðèìåð, âî âðàùàþùèõñÿ ñíàðÿäàõ èëè ïóëÿõ. Òîãäàâåëè÷èíà öèðêóëÿöèè ìîæåò áûòü íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.1.7) ìîæåò èíå âûïîëíÿòüñÿ.Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.1.7) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, è ñóùåñòâó-þò íà êðóãå äâå òî÷êè òîðìîæåíèÿ îïðåäåëÿåìûå óãëàìè ϕ1 è ϕ2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.1.6).Â óðàâíåíèè (1.1.6) ìû èìååì, âîîáùå ãîâîðÿ, òðè íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû: óãëû ϕ1è ϕ2, è öèðêóëÿöèþ Γ. Îäèí èç ýòèõ óãëîâ, íàïðèìåð ϕ1, ìû ìîæåì çà�èêñèðîâàòüïîëîæèâ, ϕ1 = 0. Åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîîáðàç îñòðîé êðîìêè íà êðûëîâîìïðî�èëå. Òîãäà âåëè÷èíà öèðêóëÿöèè � áóäåò ðàâíà

Γ = 4πV0R sin ϑ; (1.1.8)à óãîë âòîðîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ϕ2 = δ íàéäåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
sin(ϕ2 − ϑ) = − sin ϑ; .. ϕ2 = δ = 2ϑ − π. (1.1.9)Îïðåäåëèì òåïåðü ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ζ âíå êðóãà

|ζ| = R, êîòîðóþ áóäåì ïðåäñòàâëÿòü êîìïëåêñíûì ÷èñëîì V = u + iv, ãäå u è v� åå ñîñòàâëÿþùèå ïî îñÿì ξ è η. Îíà, êàê èçâåñòíî, ðàâíà ñîïðÿæåííîé âåëè÷èíåïðîèçâîäíîé êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà. Äè��åðåíöèðóÿ �îðìóëó (1.1.3), ïîëó÷èì
u − iv =

dw

dζ
= V0e

−iϑ − V0R
2eiϑ

ζ2
+

iΓ

2πζ
. (1.1.10)5



Åñëè ïîäñòàâèòü ñþäà öèðêóëÿöèþ (1.1.8), òî �îðìóëå (1.1.10) ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþ-ùèé âèä:
u − iv =

dw

dζ
= V0e

−iϑ
(ζ − R)

(

ζ + Re2iϑ
)

ζ2
. (1.1.11)Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü â äâóõ òî÷êàõ íà êðóãå: ïåðâàÿèç íèõ m = R, à âòîðàÿ n = −Re2iϑ; îíè â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ íàéäåííûìè âûøåêðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì çàïèñûâàòü �îðìóëó (1.1.11) ââèäå

u − iv =
dw

dζ
= V0e

−iϑ (ζ − m)(ζ − n)

ζ2
= V0e

−iϑ ζ2 − (m + n)ζ + mn

ζ2
. (1.1.12)Âû÷èñëÿÿ ðàçíîñòü ìåæäó êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, ïîëó÷èì:

m − n = R + Re2iϑ = 2R cos ϑeiϑ. (1.1.13)Òàêèì îáðàçîì èìååì ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò: â ñëó÷àå åñëè êðèòè÷åñêèå òî÷êèëåæàò íà ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî öèëèíäðà, òî õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ èõ ïàðàëëåëüíàñêîðîñòè ïîòîêà â áåñêîíå÷íîñòè.Ñåìåéñòâî ëèíèé òîêà Ψ = const ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü, åñëè áû óäàëîñü ðàçðå-øèòü óðàâíåíèå (1.1.3) îòíîñèòåëüíî ζ(w). Ïîñêîëüêó â îáùåì àíàëèòè÷åñêîì âèäå ýòîðåøåíèå ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ, òî âîçìîæåí åùå ïóòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ëèíèé òîêà, êîòîðûå èìåþò âèä:
dξ

dt
= u;

dη

dt
= v. (1.1.14)Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ t. Åñëè æå â êà÷åñòâå íåçà-âèñèìîé ïåðåìåííîé ïðèíÿòü äëèíó äóãè ëèíèè òîêà s, òî òîãäà äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ ñëåäóåò çàïèñûâàòü â âèäå:

dξ

ds
=

u√
u2 + v2

;
dη

ds
=

v√
u2 + v2

. (1.1.15)Óðàâíåíèå (1.1.15) ðåøàëîñü ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïðè ðàçëè÷íûõóãëàõ íàáåãàíèÿ ïîòîêà ϑ, è ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïîêàçàí íà �èñ.1 è �èñ.2.

�èñ. 1: Ëèíèè òîêà ïðè îáòåêàíèè êðóãà: ϑ = 10◦.6



�èñ. 2: Ëèíèè òîêà ïðè îáòåêàíèè êðóãà: ϑ = 60◦..1.2 Ïîñòðîåíèå êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ìåòîäîì êîí�îðìíûõ îòîá-ðàæåíèéÂíåøíîñòü êðóãà â ïëîñêîñòè ζ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âî âíåøíîñòü ïðî�èëÿ â ïëîñ-êîñòè z=x+iy. Ñîãëàñíî òåîðåìå �èìàíà, âñåãäà ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ
z = z(ζ), êîí�îðìíî îòîáðàæàþùàÿ âíåøíîñòü êðóãà |ζ| = R íà âíåøíîñòü çàäàííîãîêîíòóðà K â îáëàñòè z. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè âçàèìîîäíîçíà÷íî, è �óíêöèÿ
z(ζ) âïîëíå îïðåäåëåíà, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ êðóãà â ñåáÿ.Îòîáðàæàþùàÿ �óíêöèÿ z(ζ) äîëæíà áûòü àíàëèòè÷åñêîé âíå êðóãà |ζ| = R è,ñëåäîâàòåëüíî îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî âíóòðè êðóãà. Òàêàÿ �óíêöèÿäîëæíà ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå ðÿäà Ëîðàíà âèäà

z(ζ) = Aζ + B +
C

ζ
+

q2

ζ2
+ · · · . (1.2.1)Ïðè äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè âîïðîñà î ñèëå è âðàùàþùåì ìîìåíòå, äåéñòâóþùåìíà êðûëîâîé ïðî�èëü, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàçëîæåíèè (1.2.1) äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêîïåðâûå òðè êîý��èöèåíòà: A,B,C, à îñòàëüíûå ÷ëåíû ðÿäà íå îêàçûâàþò íèêàêîãîâëèÿíèÿ íà âåëè÷èíó ïîäúåìíîé ñèëû è ìîìåíòà.Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå óäîáíî òåì, ÷òî åñëè êàêàÿ-ëèáî çàäà÷à äëÿ äâóìåðíîãîóðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ðåøåíà äëÿ êðóãà, òî åå ðåøåíèå àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñèòñÿ è íàïðåîáðàçîâàííóþ îáëàñòü. Òàê, íàïðèìåð, ëèíèè òîêà Ψ = const â îáëàñòè ζ áóäóòñîîòâåòñòâîâàòü ëèíèÿì òîêà â îáëàñòè z(ζ).Êîíå÷íî, ïðåîáðàçîâàíèå êðóãà â íàïåðåä çàäàííûé êîíòóð çàäà÷à ñëîæíàÿ è íå âñå-ãäà ïðàêòè÷åñêè ðåøàåìàÿ. Ïîýòîìó èñïîëüçóþò ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðåîáðàçîâàíèé, êî-òîðûå äàþò ïðî�èëè ïîõîæèå íà êðûëîâîé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ èëëþñòðàöèèîòîáðàæåíèå ïåðåâîäÿùåå âíåøíîñòü êðóãà íà âíåøíîñòü êðóãîâîãî ðàçðåçà, õîòÿ âñåðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-÷àåì îòîáðàæåíèÿ êðóãîâûõ ëóíîê è ëåãêî íàõîäèòñÿ êîìáèíàöèåé äðîáíî-ëèíåéíîãî7



è ñòåïåííîãî îòîáðàæåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ èçâåñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Æóêîâ-ñêîãî [7℄.Ïóñòü â îáëàñòè ζ èìååòñÿ êðóã ðàäèóñà r, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ÷åðåç äâå òî÷êè ζ = ±a,ëåæàùèå íà âåùåñòâåííîé îñè (öåíòð êðóãà ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò),à â îáëàñòè z èìååòñÿ ðàçðåç â âèäå êðóãîâîé äóãè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òåæå òî÷êè ±a.Òîãäà �îðìóëû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé áóäóò èìåòü âèä:
z =

1

2

(

ζ +
a2

ζ

)

; ζ = z +
√

z2 − a2. (1.2.2)Ïðåîáðàçîâàíèå Æóêîâñêîãî (1.2.2) áîëüøå èçâåñòíî òåì, ÷òî îíî îòîáðàæàåò âíåø-íîñòü êðóãà íà âíåøíîñòü îòðåçêà ïðÿìîé ëèíèè, íî ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ÷àñòíîìñëó÷àå, êîãäà öåíòð êðóãà ëåæèò â ñåðåäèíå õîðäû ζ = ±a. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ îíî îòáðà-æàåò êðóã íà äâàæäû ïðîõîäèìûé êðóãîâîé îòðåçîê. Ïðîùå âñåãî ýòî ìîæíî ïîêàçàòüèñïîëüçóÿ áèïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, êîòîðûå ââîäÿòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå:
ζ = ai ctg

ω

2
, ω = β + iµ, 0 ≤ β ≤ 2π, −∞ < µ < ∞. (1.2.3)Â áèïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âñåé ïëîñêîñòè ζ ñîîòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñà, à ëè-íèÿì β = const ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûå êðóãè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êîíöû õîðäû

ζ = ±a. Ñìûñë âåëè÷èíû β ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ðàâíà óãëó, ïîä êîòîðûì âèäíàõîðäà èç òî÷åê êðóãà β = const. Î÷åâèäíî, ÷òî èç öåíòðà êðóãà òà æå õîðäà áóäåòâèäíà ïîä óãëîì ðàâíûì 2β. Òàêèì îáðàçîì, êðóã â îáëàñòè ζ ìîæíî îðåäåëèòü äâóìÿïàðàìåòðàìè: âåëè÷èíîé a è óãëîì β. Òîãäà öåíòð êðóãà ( âûñîòà h íàä õîðäîé) è åãîðàäèóñ r îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè �îðìóëàìè:
h = a ctg β; r =

a

sin β
; a = r sin β. (1.2.4)Õîðäà äåëèò êðóã íà äâå ÷àñòè, âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëîâèíû, êîòîðûå â áèïîëÿð-íûõ êîîðäèíàòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðàçíûå ëèíèè. Åñëè âåðõíÿÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ óãëîì β, òî äëÿ íèæíåé ïîëîâèíû ýòîò óãîë áóäåò ðàâåí β + π; ïðè÷åì îáå ýòè÷àñòè êðóãà, êîíå÷íî, èìåþò îäèí è òîò æå öåíòð.Äðóãàÿ ñèñòåìà ëèíèé µ = const òàêæå ÿâëÿåòñÿ êðóãàìè, îðòîãîíàëüíûìè ê êðóãàì

β = const, îíè íàçûâàþòñÿ Àïïîëîíèåâûìè îêðóæíîñòÿìè. Ñìûñë ïàðàìåòðà µ ñîñòîèòâ òîì, ÷òî îò ðàâåí ëîãàðè�ìó îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèé:
µ = ln

|ζ + a|
|ζ − a| ;êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ïîñòîÿííî äëÿ îêðóæíîñòåé.Ïðèìåíèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå Æóêîâñêîãî (1.2.2), ïîäñòàâèâ â íåãî ζ âûðàæåí-íîå â áèïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (1.2.3), òîãäà, ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì:

z =
1

2

(

ζ +
a2

ζ

)

= ai ctg ω. (1.2.5)Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (1.2.3), âèäèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Æóêîâñêîãî äåéñòâóåòêàê �îðìóëà óäâîåíèÿ àðãóìåíòà ω áèïîëÿðíûõ êîîðäèíàò. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî êðóã âîáëàñòè ζ ïåðåõîäèò â äóãîâîé ðàçðåç, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç êîíöû õîðäû è öåíòðêðóãà β = const. Â áèïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïàðàìåòð ýòîãî ðàçðåçà ðàâåí 2β.8



Â ïîñëåäóþùèõ �îðìóëàõ óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì ïàðàìåòðîì α, îïðåäåëÿþ-ùåì �îðìó äóãîâîãî ðàçðåçà, êîòîðûé ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðîì β ñîîòíîøåíèåì:
α = π − 2β, (1.2.6)ãäå α � óãîë ìåæäó õîðäîé ðàçðåçà è êàñàòåëüíîé íà åãî êîíöå.Ïðåîáðàçîâàíèå (1.2.2) ïðåâðàùàåò êðóã â òîíêèé äóãîâîé ðàçðåç, íî ìû ìîæåìïðèìåíèòü åãî íå ê ñàìîìó êðóãó ðàäóñà R, âíå êîòîðîãî ó íàñ èçâåñòåí êîìïëåêñíûéïîòåíöèàë, êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü, à ê äðóãîìó êðóãó, ìåíüøåãî ðàäèóñà, íàõîäÿùåìóñÿâíóòðè íåãî è ñìåùåííîãî íà ðàññòîÿíèå d. Òîãäà âíåøíèé êðóã ïðåâðàòèòñÿ â �èãóðóíàïîìèíàþùóþ êðûëîâîé ïðî�èëü. Åñëè êðóãè êàñàþòñÿ èçíóòðè, òî â òî÷êå êàñàíèÿïîëó÷àåòñÿ îñòðàÿ êðîìêà.Çàäàäèì ãåîìåðè÷åñêèå ïàðàìåòðû êðûëîâîãî ïðî�èëÿ:  � äëèíà åãî ïîëóõîðäû, rè d � ðàäèóñ è ñìåùåíèå ïðåîáðàçóþùåãî ìàëîãî êðóãà, α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîéäóãîâîãî ðàçðåçà ê õîðäå. Òîãäà, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñäâèãîâ, ïîâîðîòîâ, íîðìèðîâ-êè è ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò, çàïèøåì îêîí÷àòåëüíóþ �îðìóëó äëÿ êîí�îðìíîãîîòîáðàæåíèÿ:

z =
c

r(eiα + 1)





ζ − d +
r

2
(eiα − 1) +

r2(eiα + 1)2/4

ζ − d +
r

2
(eiα − 1)





 . (1.2.7)Íà �èñ.3 ïîêàçàíî íåñêîëüêî ïðî�èëåé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2.7).Ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åí îòîáðàæàþùèé êðóã è åãî ïðîîáðàçû íà ïðî�èëÿõ. Ïåðå-

�èñ. 3: Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ïðî�èëåé ïî �îðìóëå (1.2.7).êðåñòèåì îáîçíà÷àåòñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïðî�èëÿõ è íà íà÷àëüíûõ êðóãàõ. Ïîêà-çàíî òàêæå èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê m è n â çàâèñèìîñòè îò êðèâèçíû9



ïðî�èëÿ.�àñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ èñêðèâëåíèÿ äóãè α =: 0, 10, 20, 30◦. Ïðè 0◦(âåðõíèé ðèñóíîê) ïîëó÷àåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ �èãóðà, îáû÷íî íàçûâàåìàÿ ðóëåì Æó-êîâñêîãî.Íà �èñ.4 è íà �èñ.5 ïîêàçàíû ëèíèè òîêà â îáëàñòè Z ïðè îáòåêàíèè ïðî�èëåé÷àñòíîãî âèäà.

�èñ. 4: Îáòåêàíèå ðóëÿ Æóêîâñêîãî: α = 0◦; ϑ = 25◦.

�èñ. 5: Îáòåêàíèå èçîãíóòîãî ïðî�èëÿ: α = 30◦; ϑ = 25◦.Ïîëîæåíèå ïðî�èëÿ çäåñü âûáðàíû òàê, ÷òî ëèíèè òîêà íà áîëüøîì óäàëåíèè ãîðè-çîíòàëüíû, ïîýòîìó ïîäúåìíàÿ ñèëà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïîòîêó, íàïðàâëåíà âåðòèêàëü-íî ââåðõ. Íà �èñ.6 ïîêàçàíû ëèíèè òîêà äëÿ ðóëÿ Æóêîâñêîãî, îáòåêàåìîãî ïîä óãëîì
90◦. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêèå òî÷êè m è n ñëèâàþòñÿ â îäíó, íî òå÷åíèå âñå æå èìååòïëàâíûé õàðàêòåð, áåç ñðûâà è áåñêîíå÷íûõ ñêîðîñòåé. Òàêîå òå÷åíèå, ïî-âèäèìîìó, íåäîëæíî áûòü óñòîé÷èâûì.
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�èñ. 6: Îáòåêàíèå ðóëÿ Æóêîâñêîãî: α = 0◦; ϑ = 90◦.Íà �èñ.7 ïðåäñòàâëåíî îáòåêàíèå ñèëüíî èçîãíóòîãî ïðî�èëÿ ïîä íóëåâûì óãëîìàòàêè è ñîîòâåòñòâåííî ñ íóëåâîé ïîäúåìíîé ñèëîé. Ôàêòè÷åñêè, çäåñü ïëàâíî è áåçñðûâà ïîòîêà îáåêàåòñÿ òåëî, áëèçêîå ê öèëèíäðè÷åñêîé ëèíçå ñ îäíèì îñòðûì êðàåìè ñ öèðêóëÿöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîé ïîäúåìíîé ñèëå.
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�èñ. 7: Îáòåêàíèå ñèëüíî èçîãíóòîãî ïðî�èëÿ: α = 120◦; ϑ = 0◦.1.3 �àñ÷åò ïîäúåìíîé ñèëû è ìîìåíòà1.3.1 Ôîðìóëà Í.Å.Æóêîâñêîãî äëÿ ïîäúåìíîé ñèëûÎáîçíà÷èì ÷åðåç Fx è Fy ïðîåêöèè äåéñòâóþùåé ñèëû íà îñè Ox è Oy ñî ñòîðîíûíàáåãàþùåãî ïîòîêà. Äëÿ ýòîé ñèëû áûëà âûâåäåíà îáùàÿ �îðìóëà [2, 1, 4℄, èçâåñòíàÿêàê �îðìóëà ×àïëûãèíà-Áëàçèóñà. Îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
F = Fx − iFy =

i

2
ρ

∮

(

dw

dz

)2

dz; (1.3.1)ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, w � êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë, è èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïîêîíòóðó ïðî�èëÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè òàê, ÷òîáû îáëàñòü çàíÿòàÿ æèäêî-ñòüþ íàõîäèëàñü ñëåâà, ò.å. â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.Åñëè w(z) íå âûðàæåíà â ÿâíîé �îðìå êàê �óíêöèÿ îò z, íî èçâåñòíû îòîáðàæàþùàÿ�óíêöèÿ z = z(ζ) è êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w(ζ) â ïëîñêîñòè ζ, òî �îðìóëó (1.3.1)ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:
F =

i

2
ρ

∮

|ζ|=R

(

dw

dζ

)2
dζ

dz
dζ; (1.3.2)ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî êðóãó â ïëîñêîñòè ζ.Èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàë ýòîò ìîæåò áûòü ðàñïðî-ñòðàíåí òàêæå íà ëþáîé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé êðóã |ζ| = R. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàêïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ àíàëèòè÷íà âíå êðóãà.Êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü dw

dζ
íàì èçâåñòíà (1.1.10), à âûðàæåíèå dζ

dz
ìîæíî ïîëó÷èòü èçðàçëîæåíèÿ (1.2.1). Ïðè ýòîì ìû èìååì:

dζ

dz
=

1

A
+

C

A2ζ2
+ · · · . (1.3.3)12



Âîçâîäÿ �îðìóëó (1.1.10) â êâàäðàò è ïîäñòàâëÿÿ â (1.3.2), ïîëó÷èì:
F =

i

2
ρ

∮

(

iΓV0e
−iϑ

πζ
+ V 2

0 e−2iϑ + · · ·
) (

1

A
+

C

A2ζ2

)

dζ. (1.3.4)Î÷åâèäíî, ÷òî ìû äîëæíû ñîõðàíèòü â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè òîëüêî îäèí ÷ëåí,èìåþùèé â çíàìåíàòåëå ζ â ïåðâîé ñòåïåíè, òàê êàê èç òåîðèè âû÷åòîâ èçâåñòíî, ÷òî
∮ dζ

ζ
= 2πi;

∮ dζ

ζn
= 0 n 6= 1.Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ïîäúåìíîé ñèëû:

F = −iρ
V0

A
Γe−iϑ;èëè

F = iρ
V0

A
Γeiϑ. (1.3.5)Íà ñàìîì äåëå çäåñü âñå íå òàê ïðîñòî. �ëàâíàÿ îñîáåííîñòü �îðìóëû (1.3.5) çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òî îíà ïðåäñòàâëåíà â òåðìèíàõ òå÷åíèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé îáëàñòè ζ. Âïëîñêîñòè ïðî�èëÿ Z ëèíèè òîêà áóäóò ñîâñåì äðóãèå, è äàæå íà áåñêîíå÷íîñòè ñêî-ðîñòü òå÷åíèÿ ìîæåò íå ñîâïàäàòü ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñî ñêîðîñòüþ â îáëàñòè

ζ. Äåëî â òîì ÷òî êîý��èöèåíòû A,B,C, âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (1.2.1), ìîãóò áûòü èêîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Îíè çàâèñÿò òîëüêî îò �îðìû è ðàçìåðîâ ïðî�èëÿ è ñîäåðæàòâ ñåáå âñþ èí�îðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ðàñ÷åòà ñèë è ìîìåíòîâ. Åñëè îòîáðàæàþùàÿ�óíêöèÿ èçâåñòíà, òî èõ ìîæíî ïîëó÷èòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ïóòåì åå ðàçëîæåíèÿâ ðÿä Ëîðàíà âèäà (1.2.1), íî ÷àùå âñåãî ýòî î÷åíü òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ. Äëÿ îáùèõðàññóæäåíèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè êîý��èöèåíòû (A,B,C) óæå èçâåñòíû.Ïóñòü A = |A|eiγ . Ïðîèçâîäíóþ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà íàïèøåì â âèäå
dw

dz
=

dw

dζ

dζ

dz
=

(

V0e
−iϑ + · · ·

)

(

1

A
+

c

A2ζ2
+ · · ·

)

.Îòñþäà âèäíî, ÷òî íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè Z áóäåò ðàâíà
V∞ei(ϑ+γ), ãäå

V∞ =
V0

|A| . (1.3.6)Òàêèì îáðàçîì, â ïëîñêîñòè ïðî�èëÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè ñêîðîñòü ïîòîêà èìååòñîâñåì äðóãîé ìîäóëü è äðóãîé íàêëîí ê îñè àáñöèññ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïåðåïèøåì �îðìóëó (1.3.5) äëÿ ïîäúåìíîé ñèëû â âèäå
F = iρV∞Γei(ϑ+γ). (1.3.7)Ýòî è åñòü çíàìåíèòàÿ �îðìóëà, êîòîðàÿ ðàíüøå äðóãèõ áûëà ïîëó÷åíà Í.Å.Æóêîâñêèì.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäúåìíàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è öèðêóëÿ-öèè; îíà íîðìàëüíà ê íàïðàâëåíèþ ïîòîêà â áåñêîíå÷íîñòè è, â ñèëó ýòîãî, ÿâëÿåòñÿîòêëîíÿþùåé ñèëîé.Ïîäñòàâëÿÿ â (1.3.7) öèðêóëÿöèþ, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé (1.1.8), ïîëó÷èì:

F = i4πρV 2
∞R|A| sin ϑei(ϑ+γ) = 2πρV 2

∞RA
(

e2iϑ − 1
)

. (1.3.8)13



1.3.2 Âû÷èñëåíèå ìîìåíòà ñèëû äàâëåíèÿ íà êðûëîÒåîðåìà Í.Å.Æóêîâñêîãî äàåò âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ïîäúåìíîé ñèëû êðûëüåâ,íî íå äàåò òî÷êè åå ïðèëîæåíèÿ. �åøåíèå âîïðîñà î òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñèëû äàâëåíèÿíà êðûëî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èçâåñòåí ìîìåíò ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî êàêîé-íèáóäüïðîèçâîëüíî çàäàííîé òî÷êè Z0. Ýòîò ìîìåíò äàåòñÿ âòîðîé îñíîâíîé �îðìóëîé, íàé-äåííîé Ñ.À.×àïëûãèíûì è íåçàâèñèìî îò íåãî Í.Å.Æóêîâñêèì è Áëàçèóñîì.Ôîðìóëà ýòà èìååò ñëåäóþùèé âèä [6℄:
M = Re

ρ

2

∮

(z − Z0)

(

dw

dz

)2

dz. (1.3.9)Åñëè Z0 = 0 òî ìîìåíò âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè ïðî�è-ëÿ. Â �îðìóëå (1.3.9) èíòåãðàë ìîæíî âçÿòü ïî ëþáîìó êîíòóðó, îêðóæàþùåìó êðûëî,â ÷àñòíîñòè åãî ìîæíî âçÿòü ïî êðóãó ïðîèçâîëüíî áîëüøîãî ðàäèóñà. Çàìåíÿÿ ïåðå-ìåííîå z íà ζ, ïîëó÷èì
M = Re

ρ

2

∮

[z(ζ) − Z0]

(

dw

dζ

)2
dζ

dz
dζ. (1.3.10)Çäåñü òàêæå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî áîëüøîìó êðóãó â ïëîñêîñòè ζ è ïîýòîìó ïðàâî-ìåðíî èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

z(ζ) = Aζ + B +
C

ζ
+ · · · ; dζ

dz
=

1

A
+

C

A2ζ2
+ · · · . (1.3.11)Âû÷èñëÿÿ âû÷åò ïðè ζ = 0, è çàìåíÿÿ V0 íà V∞, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþäëÿ ìîìåíòà ñèëû:

M = Re πρiV 2
∞AAe−2iϑ

[

(m + n)2 + 2mn − 2(m + n)
B − Z0

A
+ 2

C

A

]

; (1.3.12)çäåñü m è n êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà êðóãå: m = −R, n = −Re2iϑ. Ôîðìóëà (1.3.12) ñðàçóæå ìîæåò áûòü óïðîùåíà îòáðàñûâàíèåì ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ,òàê êàê îíè, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìíîæèòåëü e−2iϑ, äàþò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Âòàêîì ñëó÷àå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè m è n, �îðìóëà äëÿ ìîìåíòà ïðèíèìàåò âèä :
M = 2πRρV 2

∞ Re
[

iAB − iA
(

B − Z0 −
C

R

)

e−2iϑ
]

. (1.3.13)Ìîìåíò, âðàùàþùèé êðûëî, ñëåäîâàòåëüíî çàâèñèò îò êîý��èöèåíòîâ A,B,C, ò.å. îò�îðìû è ðàçìåðîâ ïðî�èëÿ, è îò óãëà íàáåãàíèÿ ïîòîêà ϑ. Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, òî÷êà
Z0 = B− C

R
, îòîñèòåëüíî êîòîðîé ìîìåíò íå çàâèñèò îò óãëà àòàêè; ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ�îêóñîì ïðî�èëÿ.1.3.3 Î âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ A,B,CÈç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [9℄:Âñÿêàÿ �óíêöèÿ f(z), ðåãóëÿðíàÿ â êîëüöå K : r < |z − a| < R, ìîæåò áûòü â ýòîìêîëüöå ïðåäñòàâëåíà ñâîèì ðÿäîì Ëîðàíà:

f(z) =
∞
∑

n=−∞

cn(z − a)n;14



ãäå cn âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:
cn =

1

2πi

∮ f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1
.Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû A, B, C ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ðÿäà Ëîðàíà äëÿ îòîáðà-æàþùåé �óíêöèè z(ζ), òî â îáùåì ñëó÷àå èõ òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëÿÿ ïîäõî-äÿùèì ÷èñëåííûì ìåòîäîì èíòåãðàëû:

A =
1

2πi

∮ z(ζ) dζ

ζ2
, B =

1

2πi

∮ z(ζ) dζ

ζ
, C =

1

2πi

∮

z(ζ) dζ;ïðè÷åì èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïî ëþáîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó ïàðà-ìåòðè÷åñêèé êðóã |ζ| = R.Äëÿ ïî�èëåé Æóêîâñêîãî, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòå, ìîæ-íî ñðàçó ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ A, B, C íåïîñðåäñòâåííî èç âèäàîòîáðàæàþùåé �óíêöèè (1.2.7). Îíè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ:  � äëèíà õîðäû; R è r �ðàäèóñû ïàðàìåòðè÷åñêîãî è îòîáðàæàþùåãî êðóãîâ; α � óãîë èçîãíóòîñòè ïðî�èëÿ; d� ñìåùåíèå îòîáðàæàþùåãî êðóãà (äëÿ ïðî�èëÿ ñ îñòðûì êðàåì d=R=r). Ñîîòâåòñâó-þùèå âûðàæåíèÿ áóäóò ñëåäóþùèìè:
A =

c e−iα/2

2r cos α/2
; B =

c

2

[

d

r
+ i

(

d

r
+ tg

α

2

)]

; C =
cr

2
cos

α

2
eiα/2. (1.3.14)Ïîäñòàâëÿÿ èõ â �îðìóëó äëÿ ïîäúåìíîé ñèëû (1.3.8), ïîëó÷èì:

F = 2πiρV 2
∞

Rc

r

sin ϑ

cos α/2
ei(ϑ−α/2). (1.3.15)Îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ϑ = 0, ïîýòîìó ýòîò óãîë ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðèíÿòüçà óãîë àòàêè äëÿ ñëàáî èçîãíóòûõ ïðî�èëåé. Ñàìà âåëè÷èíà êîý��èöèåíòà A äàåòíàïðàâëåíèå (e−iα/2), ïî îòíîøåíèþ ê ïðî�èëþ, äëÿ îñè íóëåâîé ïîäúåìíîé ñèëû, îòêîòîðîé è ñëåäóåò îòñ÷èòûâàòü óãîë àòàêè.Âûðàæåíèå ïîäîáíîå (1.3.15) ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ âðàùàþùåãî ìîìåíòà (1.3.13),íî îíî èìååò ãðîìîçäêèé è íåóäîáíûé äëÿ ðàñ÷åòà âèä, ïîýòîìó íåò ñìûñëà åãî ïî-äðîáíî âûïèñûâàòü. Íàëè÷èå �îêóñà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñèëîâîå âîçäåéñòâèå ïîòîêàíà ïðî�èëü ñâîäèòñÿ íå òîëüêî ê ïîäúåìíîé ñèëå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷-êó, çàâèñÿùóþ îò óãëà àòàêè, íî åùå è ê ïîñòîÿííîé ïàðå ñèë, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îòóãëà àòàêè. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñèììåòðè÷íûå ðóëè Æóêîâñêîãî, èëè, ïðèáëèæåí-íî, ñëàáî èçîãíóòûå ïðî�èëè. Äëÿ íèõ ïîñòîÿííàÿ ïàðà îòñóòñâóåò è òî÷êà ïðèëîæå-íèÿ ïîäúåìíîé ñèëû íàõîäèòñÿ âáëèçè òðåõ ÷åòâåðòåé õîðäû îòñ÷èòûâàåìîé îò îñòðîéêðîìêè.
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Çàêëþ÷åíèåÂ âûïóñêíîé ðàáîòå ïî òåìå "Ïëîñêèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå òå÷åíèÿ â îäíîñâÿçíîéè äâóñâÿçíûõ îáëàñòÿõ“ áûëè ðàññìîòðåíû ìåòîäû ðàñ÷åòà ëèíèé òîêà ãèäðîäèíàìè-÷åñêèõ òå÷åíèé â îäíîñâÿçíûõ è äâóñâÿçíûõ îáëàñòÿõ. Äëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè ñóùå-ñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ (â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ) çàäà÷èî êîìïëåêñíîì ïîòåíöèàëå òå÷åíèÿ, âîçáóæäàåìîãî äèïîëåì â êðóãîâîì êîëüöå. Îíî,ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îáòåêàíèå íå òîëüêî äâóõ êðóãîâ, íî èäðóãèõ ïðî�èëåé ñàìîé ðàçíîîáðàçíîé �îðìû, íà êîòîðûå ìîæíî êîí�îðìíî îòîá-ðàçèòü êîëüöî. Âûâîäû, êîòîðûå ñäåëàíû â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû,ñëåäóþùèå:1. Ïî �îðìóëå äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ, âîçáóæäàåìîãî äèïîëåì âêðóãîâîì êîëüöå,ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé òîêà.2. Ëèíèè òîêà ñòðîèëèñü, ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ñîîòâåòñâóþùåéñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðè ïîìîùèìàòåìàòè÷åñêîé (ìàòðè÷íîé) ñèñòåìû ïðîãðàìì MatLab.3. Êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå êîëüöà íà ðàçëè÷íûå äâóñâÿçíûå îáëàñòè ïðîâåðåíûñíà÷àëà íà çàäà÷å îá îáòåêàíèè äâóõ îêðóæíîñòåé. Äàëåå áûë ïðèìåíåí îáðàò-íûé ìåòîä êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ êîëüöà íà îáëàñòè, îòëè÷íûå îò êðóãîâ.Ýòîò ñïîñîá äàë íåïëîõèå ðåçóëüòàòû. Ñ ïîìîùüþ íåãî áûëè ïîëó÷åíû ïðî�èëèñ îñòðîé êðîìêîé, íàïîìèíàþùèå êðûëîâûå.4. Ïîëó÷åí ðàñ÷åò îáòåêàíèÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ âáëèçè æåñòêîãî ýêðàíà.
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