






 

 

 
АННОТАЦИЯ 

 

Тема выпускной квалификационной работы «Исследование ресурсных 

систем массового обслуживания, функционирующих в случайной среде». 

Ключевые слова: система массового обслуживания, ресурсная система, 

случайная среда, метод асимптотического анализа, метод имитационного 

моделирования, метод динамического просеивания 

Объект исследования – ресурсные системы массового обслуживания, 

функционирующие в случайной среде.  

Цель работы – построение математических моделей ресурсных систем 

массового обслуживания, функционирующих в случайной среде и нахождение 

стационарного распределения суммарного объема занимаемого ресурса. 

Методы исследования – методы теории вероятностей и случайных 

процессов, метод асимптотического анализа, метод динамического просеивания, 

метод имитационного моделирования.  

Работа содержит 5 глав, 53 страницы, 14 рисунков, 3 таблицы, 15 

источников. 

Результат работы – получены аппроксимации характеристической 

функции распределения суммарного объема занимаемого ресурса в условии 

растущей интенсивности входящего потока и предельно частых изменений 

состояния среды для двух ресурсных систем массового обслуживания, 

функционирующих в случайной среде: M/M/∞, M/GI/∞; спроектированы и 

реализованы имитационные модели для описанных систем в виде десктопного 

приложения; проанализирована область применимости асимптотических 

результатов.
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Введение 

 

 Системы массового обслуживания, функционирующие в случайной 

среде, как и ресурсные системы широко применяются для моделирования 

реальных систем. Например, рассмотрим кластер обработки данных, где 

некоторые приборы с общей оперативной памятью обрабатывают заявки. С 

течением времени может меняться тип заявок, а вместе с ним и интенсивность 

поступления заявок, время их обработки, и занимаемый ими объем ресурса. 

При проектировании подобной системы важно знать оптимальное количество 

приборов и оптимальный объем ресурса для обеспечения нормального 

функционирования. Подобную систему можно описать в виде ресурсной 

бесконечнолинейной системы массового обслуживания. А решить проблему 

учета изменения типа заявок можно, описав этот фактор в виде марковского 

процесса, называемого случайной средой, от состояния которого будут 

зависеть параметры системы.  

 Существует множество работ, посвященных системам массового 

обслуживания в случайной среде. Например, в [9] рассматривается система 

массового обслуживания M/M/1 с авариями в случайной среде. Модель 

содержит состояние ремонта и состояние проверки. Рассматривается среднее 

число заявок в очереди в стационарном случае. В [3] изучалась RQ-система 

M/M/1 с ненадежным прибором, в которой параметры входящего потока, 

времени обслуживания, отказа, восстановления и повторного обращения 

зависят от состояния случайной среды. Кроме того, рассматривается 

стационарный случай и находится условие существования стационарного 

режима. При этом решается задача оптимизации начальных параметров 

относительно затрат и прибыли.  

Имеется несколько подобных работ, в которых рассматриваются системы 

массового обслуживания, работающие в случайной среде [4, 5, 7]. Ресурсные 

системы массового обслуживания [6, 8, 10, 11] позволяют моделировать 
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системы, в которых каждая поступающая заявка занимает определенное 

количество ресурсов в дополнение к занятию сервера. Количество ресурсов 

может быть детерминированным или случайным, дискретным или 

непрерывным. Пока заявка обслуживается, она занимает и сервер, и ресурсы, 

в конце обслуживания она покидает систему и освобождает занятый сервер и 

ресурсы.  

К сожалению, мы не нашли ни одной публикации, сочетающей и ресурсы, 

и функционирование в случайной среде. В данной работе рассматривается две 

системы массового обслуживания с неограниченным количеством приборов, 

функционирование которых зависит от состояния случайной среды. Каждая 

поступающая заявка занимает один прибор и произвольный объем ресурса. 

При смене состояния среды меняются: параметр распределения времени 

обслуживания, интенсивность входящего потока, функция распределения 

объема занимаемого ресурса. В первой системе рассматривается 

экспоненциальная функция распределения времени обслуживания и при 

смене состояния для всех заявок ресурс перезанимается заново. Будем 

называть такую систему моделью с перераспределением ресурса. Во второй 

системе рассматривается произвольная функция распределения времени 

обслуживания, а также при смене состояния среды перераспределения ресурса 

не происходит. Такую систему будем называть моделью без 

перераспределения ресурса. Исследования проводятся на основе 

асимптотических результатов при условии растущей интенсивности 

входящего потока и предельно частых изменений состояния случайной среды.  

Таким образом, целью работы является нахождение стационарных 

распределений суммарного объема занимаемого ресурса в моделях с 

перераспределением и без перераспределения ресурса. Для достижения цели 

требуется решить следующие задачи: 

1. Найти асимптотические распределения суммарного объема 

занимаемого ресурса. 
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2. Спроектировать и реализовать приложение имитационного 

моделирования ресурсной системы массового обслуживания, 

функционирование которой зависит от состояния случайной среды с 

возможностью выбора опции перераспределения ресурса. 

3. Провести численные эксперименты, определить погрешность 

аппроксимаций, найти их область применимости. 
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1 Математическая модель и аналитическое исследование системы 

М/М/∞, функционирующей в случайной среде 

1.1 Реальный пример объекта исследований 

 

В наше время все больше и больше устройств подключено к интернету, 

в том числе и на производствах. Больше пользователей участвуют в 

производственных процессах. Системы становятся сложнее, динамичнее, что 

требует больших ресурсов. Благодаря мощным вычислительным 

характеристикам, высокой масштабируемости облако (рисунок 1) 

обеспечивает эффективный способ обработки и хранения больших объемов 

данных. Услуги, предоставляемые облаком, шире, а также быстрее, проще и 

дешевле в использовании. Тем не менее, есть еще много проблем, которые 

ограничивают развитие систем, использующих облачные сервисы. 

Рассмотрим основную проблему облачных вычислений – переполнение 

ресурсов. Основным ресурсом на серверах облачных вычислений является 

оперативная память. Сервер обеспечивает доступ потребителя к общему 

фонду ресурсов, экономя большие аппаратные мощности, чем при выделении 

для каждого пользователя отдельных ресурсов. Однако, возникает проблема с 

определением необходимого объема фонда ресурсов при различных 

конфигурациях подобной системы. Кроме того, в разные моменты времени 

нагрузка на сервис может быть разная, и для оптимизации расхода ресурсов 

может встать вопрос использования нескольких режимов работы, что 

позволит еще более эффективно распределять аппаратные мощности в 

зависимости от текущего состояния системы. 
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Рисунок 1 – Пример реальной системы 

 

Опишем данную систему в терминах теории массового обслуживания. В 

данном случае заявки – это клиенты, которые запросили доступ к сервису.  

При подключении клиенту выделяется некий объем оперативной памяти, 

который в дальнейшем будем называть ресурсом. Входящий поток, 

отвечающий за поступление новых заявок, представим в виде простейшего 

потока. Сам сервер облачных вычислений выступает в роли неограниченного 

числа обслуживающих приборов. Для нахождения пиковой потребности в 

ресурсе предположим, что количество ресурса также неограниченно. С 

помощью случайной среды заданной цепью Маркова с конечным количеством 

состояний, мы моделируем временные промежутки. 

Как две разные стратегии проектирования облачных сервисов было 

представлено две модели. В одной модели при смене состояния среды ресурс 
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перераспределялся согласно новому состоянию среды. Во второй для 

незавершенных вычислений ресурс оставался прежним.  

В обоих случаях можно решать разные задачи, например задачи 

нахождения вероятности того, что суммарный объем занимаемого ресурса 

превысит определенное значение. 
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1.2 Математическая модель 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным 

числом приборов и неограниченным количеством некоторого ресурса. 

Функционирование системы зависит от состояния случайной среды. 

Случайная среда задана цепью Маркова с непрерывным временем, 

пространством состояний {1,..., }s S  и инфинитезимальной матрицей Q . На 

вход поступает пуассоновский поток заявок с интенсивностью s , зависящей 

от состояния среды. Время обслуживания заявки на каждом приборе 

подчинено экспоненциальному распределению с параметром s , также 

зависящем от состояния среды. Кроме того, каждая поступающая заявка 

формирует запрос на получение ресурса случайного объема 0sv   с функцией 

распределения вероятностей ( ) P{ }s sG y v y   , которая зависит от состояния 

среды. 

Пусть ( )s t  – состояние среды в момент времени t , {1,..., }s S , ksq  – 

интенсивность перехода среды из состояния k  в состояние s (k s ), ( )i t  – 

число заявок в системе в момент времени t , ( )v t  – суммарный объем занятого 

ресурса, ( , , ) P( ( ) , ( ) , ( ) )sp i v t i t i v t v s t s     – вероятность того, что в момент 

времени t  в системе находится i  заявок, суммарный объем занятого ресурса 

меньше v , а среда находится в состоянии s .  

При смене состояния среды меняются: параметр экспоненциального 

распределения времени обслуживания заявок (все заявки обслуживаются с 

новым временем обслуживания), интенсивность входящего потока, функция 

распределения объема занимаемого ресурса (занятые ресурсы 

перераспределяются заново по закону ( ) P{ }s sG y v y   с новым значением s  

). 

Когда заявка завершает обслуживание, она покидает систему и 

освобождает ресурс, который она заняла во время захвата (под захватом 
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понимается момент прихода заявки или смены состояния среды, при котором 

произойдет перераспределение ресурса). 

Такую модель будем называть моделью с перераспределением ресурса. 

Необходимо найти стационарное распределение суммарного объема 

занимаемого ресурса ( , )p v t . 

 

1.3 Асимптотическое исследование суммарного объема занимаемого 

ресурса 

  

Решение задачи рассматривается в условии растущей интенсивности 

входящего потока и предельно частых изменений состояний среды. Введем 

параметр N   и будем рассматривать входящий поток с матрицей 

интенсивностей N Λ , а случайную среду, заданную матрицей N Q . 

В работе [2] была получена аппроксимация частичных 

характеристических функций числа заявок в такой системе. Она имеет вид: 
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вектор r удовлетворяет условию 
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а вектор k удовлетворяет условию 
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Отсюда, найдем характеристическую функцию суммарного объема 

ресурса в системе: 
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Применяя обратное преобразование Фурье, получим стационарное 

распределение суммарного объема занимаемого ресурса в системе: 
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Так как асимптотический параметр N  появляется в финальной формуле, 

мы можем принять конечный результат только как аппроксимацию для 

достаточно больших значений N . 
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2 Математическая модель и аналитическое исследование системы 

М/GI/∞, функционирующей в случайной среде 

2.1 Математическая модель 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным 

числом приборов и неограниченным количеством некоторого ресурса, 

функционирующую в случайной среде (рисунок 2). Случайная среда задана 

цепью Маркова с непрерывным временем, пространством состояний 

{1,..., }k K  и инфинитезимальной матрицей Q . На вход поступает 

пуассоновский поток заявок с интенсивностью k , зависящей от состояния 

среды. Время обслуживания заявки на каждом приборе имеет функцию 

распределения вероятностей ( )kB x , также зависящую от состояния среды. 

Кроме того, каждая поступающая заявка формирует запрос на получение 

ресурса случайного объема 0kv   с функцией распределения вероятностей 

( ) P{ }k kG y v y   , которая зависит от состояния среды. 

При смене состояния среды время обслуживание и объем занимаемого 

ресурса меняются только для новых заявок, для заявок, которые уже 

находились в обслуживании, эти параметры остаются прежними. Когда заявка 

завершает обслуживание, она покидает систему и освобождает ресурс, 

который она заняла во время захвата (под захватом понимается момент 

прихода заявки в систему, при котором произойдет перераспределение 

ресурса). 

Пусть ( )k t  – состояние среды в момент времени t , {1,..., }k K , ( )i t  – 

число заявок в системе в момент времени t , ( )v t  – суммарный объем занятого 

ресурса, ( , , ) P( ( ) , ( ) , ( ) )kp i v t i t i v t v k t k     – вероятность того, что в момент 

времени t  в системе находится i  заявок, суммарный объем занятого ресурса 

меньше v , а среда находится в состоянии k .  

Такую модель будем называть моделью без перераспределения ресурса. 
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Необходимо найти стационарное распределение суммарного объема 

занимаемого ресурса ( , )p v t . 

 

Рисунок 2 – Математическая модель системы без перераспределения ресурса 

 

2.2 Метод динамического просеивания 

Так как мы рассматриваем бесконечнолинейную систему массового 

обслуживания с неэкспоненциальном временем обслуживания, мы не можем 

применять некоторые классические методы напрямую (например, метод 

добавочных переменных). Иначе пришлось бы иметь дело с неограниченным, 

но меняющемся количеством уравнений и переменных. Поэтому мы 

используем метод динамического просеивания, модификация которого 

приведена ниже. 
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2.2.1 Описание метода 

Пускай в момент времени 0t  в системе нет заявок. Зафиксируем момент 

времени 0T t . Начертим две временные оси (рисунок 3). На оси 0 отметим 

моменты прихода заявок в систему. На оси 1 отметим только те заявки, 

которые к моменту времени T  не закончили свое обслуживание. Заявки на оси 

1 назовем просеянными, а процесс проецирования на ось 1 – просеиванием.  

 Определим функцию ( )kS t , где k  – значение случайного процесса ( )k t  

в момент поступления заявки и имеет смысл текущего состояния случайной 

среды.  которая описывает вероятность динамического просеивания на ось 1 

следующим образом:  

( ) 1 ( )k kS t B T t    

Заявка, пришедшая в систему в момент времени t T , не закончит 

обслуживание к моменту времени T  и будет занимать определенный объем 

ресурса с вероятностью kS . Соответственно с вероятность 1 ( )kS t  заявка 

покинет систему и освободит тот объем ресурса, которая заняла во время 

захвата, и не будет считаться просеянной. Значения функции ( )kS t  

принадлежат отрезку [0,1] . На рисунке 2.2 цветные зоны отображают разные 

состояния случайной среды. 
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Рисунок 2 – Пример просеивания заявок 

Обозначим число заявок, просеявшихся в течение времени 0[ , ]t t  как ( )n t

суммарный объем занимаемого ими ресурса как ( )w t . 

На основании результатов полученных в [12] и [13], нетрудно показать 

 

P{ ( ) , ( ) , ( ) } P{ ( ) , ( ) , ( ) },k T k i T m v T x k T k i T m v T x       {1,..., }k K   (2.1) 

 

для любых неотрицательных значений m  и x . Таким образом, законы 

распределения вероятностей случайных процессов { ( ), ( ), ( )}k t n t w t  и 

{ ( ), ( ), ( )}k t i t v t  в момент времени t T  совпадают. Вследствие этого в 

финальных выражениях мы можем принимать t T  и получать искомый 

результат, так как момент времени T  выбирается произвольно. 

 

 

2.2.2 Система дифференциальных уравнений Колмогорова 

Обозначим вероятности 

 

( , , ) { ( ) , ( ) , ( ) }.kP n w t P k t k n t n w t v     
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 С учетом формулы полной вероятности и метода динамического 

просеивания запишем для ( , , )kP n w t  следующую систему: 

 

0

1

( , , ) ( , , )(1 )(1 )

( ) ( 1, , ) ( )

(1 ( )) ( , , ) ( , , ) ( ).

k k k kk

w

k k k k

K

k k k vk v

v
v k

P n w t t P n w t t q t

tS t P n w y t dG y

t S t P n w t q tP n w t o t









        

    

      





 

 Отсюда получим интегрально-дифференциальную систему уравнений 

Колмогорова 

 

 

0

1

( , , )
( ) ( 1, , ) ( ) ( , , )

( , , ),

w

k
k k k k k

K

vk v

v
v k

P n w t t
S t P n w y t dG y P n w t

t

q P n w t






   
      

  






     (2.2) 

с начальным условием 

 

0

( ),если 0,
( , , )

0,             инчаче,

k o

k

r dw n
P n dw t

 
 


                              (2.3) 

 

где kr  является элементом вектора-строки r , которая удовлетворяет системе 

уравнений: 

 

,

1,






rQ 0

re
 

 

e  –  вектор-столбец из единиц.  
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2.2.3 Характеристические функции 

 Введем частичные характеристические функции, обозначив 1j     

 

0 0

( , , ) ( , , ).jun jvw

k k

n

h u v t e e P n dw t





   

 

 Перепишем систему (2.2)-(2.3) для функций ( , , )kh u v t  

 

*

1

( , , )
( )( ( ) 1) ( , , )

( , , ), {1,..., },

juk
k k k k

K

k

h u v t
S t e G v h u v t

t

q h u v t k K 







  



  
 

 

с начальным условием  

 

0 0( , , ) ( ),k kh u dv t r dv  

 

где 

 

*

0

( ) ( ).jvy

k kG v e dG y



   

 

Перепишем полученную систему в матричном виде 

 

( , , )
( , , ) ( )( ( ) ) ,juu v t
u v t t e v

t


    

h
h ΛS G I Q                           (2.4) 

с начальным условием  
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0 0( , , ) ( ),u dv t dvh r                                                (2.5) 

 

где 

 

 1

*

( , , ) ( , , ),..., ( , , ) ,

( ) diag{ ( )}, ( ) diag{ ( )}

K

k k

u v t h u v t h u v t

t S t v G v



  

h

S G
 

 

и I  единичная матрица. 

 

2.3 Метод асимптотического анализа 

Систему (2.4)-(2.5) не получается решить аналитически допредельно, 

поэтому применим метод асимптотического анализа. 

 

2.3.1 Описание метода 

 Метод асимптотического анализа для систем массового обслуживания 

состоит в анализе уравнений, определяющих любые характеристики системы, 

и позволяет получить распределение вероятностей и численные 

характеристики в аналитической форме в асимптотических условиях. Мы 

используем метод асимптотического анализа в условии растущей 

интенсивности входящего потока и предельно частых изменений состояний 

среды для того, чтобы решить систему уравнений (2.4) - (2.5). Обозначим 

 

, , .N N N    Λ Λ Q Q  

 

Из (2.4) получим 

 

1 ( , , )
( , , ) ( )( ( ) ) .juu v t
u v t t e v

N t


    

h
h ΛS G I Q                      (2.6) 
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2.3.2 Асимптотика первого порядка 

Выполним в системе (2.6), (2.5) замены 

1

1
, , , ( , , ) ( , , , ),u x v y u v t x t y

N
         h f                         (2.7) 

получим 

1
1

( , , , )
( , , , ) ( )( ( ) ) .j xx y t
x y t t e y

t


  


    

f
f ΛS G I Q                     (2.8) 

В системе (2.8) устремим 0   и определим 

1 1
0

lim ( , , , ) ( , , ).x y t x y t





f f  

Отсюда следует, что 

1( , , ) .x y t f Q 0  

В свою очередь, это означает, что 1( , , )x y tf  может быть представлена в виде 

1 1( , , ) ( , , ),x y t x y tf r                                             (2.9) 

где 1( , , )x y t  скалярная функция, которая удовлетворяет начальному условию 

1 0( , , ) 1.x y t   

Домножим уравнения системы (2.8) на e  и разделим на  , устремляя 

0   и делая подстановку (2.9): 

1
1 1

( , , )
( , , ) ( )( ) ,

x y t
x y t t jx jy

t





 


rΛS I A e                         (2.10) 

где 

1

0

diag{ }, ( ).k k kydG y 


   A  
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Решение уравнения (2.10) представляется в виде 

0 0

1 1( , , ) exp ( ) ( ) .

t t

t t

x y t jx d jy d    
  

  
  
 rΛS e rΛS A e              (2.11) 

Введем обозначения 

0 0

1 2 1( ) ( ) , ( ) ( ) ,

t t

t t

m t d m t d    rΛS e rΛS A e  

и делая замены обратные к (2.9) и (2.7), получим асимптотику первого порядка 

 

(1)

1 1 1

1 2

( , , ) ( , , , ) ( , , ) ( , , )

exp ( ) ( ) .

u v t x y t x y t x y t

juNm t jvNm t

    

 

h f f r

r
 

 

2.3.3 Асимптотика второго порядка 

В системе (2.4) произведем замену 

 2 1 2( , , ) ( , , )exp ( ) ( )u v t u v t juNm t jvNm t h h                         (2.12) 

получим 

2
2

1

1 ( , , )
( , , )

( )( ( ) ) ( ) ( ) .ju

u v t
u v t

N t

t e v t ju jv


  



      

h
h

ΛS G I Q rΛS e I A

                    (2.13) 

Подставим 

2

2 2

1
, , , ( , , ) ( , , , )u x v y u v t x t y

N
         h f                         (2.14) 

В систему (2.13) и получим 
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2
2

1

( , , , )
( , , , )

( )( ( ) ) ( ) ( ) .j x

x y t
x y t

t

t e y t j x j y


 

  

   


      

f
f

ΛS G I Q rΛS e I A

               (2.15) 

При 0  , определяя 

2 2
0

lim ( , , , ) ( , , ),x y t x y t





f f  

получим 

2( , , ) .x y t f Q 0   

Это означает, что 

2 2( , , ) ( , , ),x y t x y tf r                                        (2.16) 

где 2 ( , , )x y t  скалярная функция, которая удовлетворяет начальному условию 

2 0( , , ) 1.x y t   Представим 2( , , )x y tf  как 

  2

2 2 1( , , , ) ( , , ) ( )( ) ( ),x y t x y t t j x j y O       f r g I A             (2.17) 

где ( )tg  вектор-строка. 

 В системе (2.15) разложим экспоненту в ряд Маклорена до первого 

порядка 

 2
2 1

( , , , )
( , , , ) ( )( )( ) .

x y t
x y t t j x j y

t


        



f
f ΛS I er I A Q  

Теперь сделаем подстановку (2.17) в полученное уравнение 

 

 

2 1

2

1

( , , ) ( )( )

( )( )( ) ( ).

x y t t j x j y

t j x j y O

  

  

   

    

r g I A

ΛS I er I A Q
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Поделим обе части на   и устремим 0   

  2 1( , , ) ( )( ) ( ) 0.x y t t t j x j y     rΛS I er g Q I A  

Отсюда 

( ) ( )( ).t t g Q rΛS er I                                             (2.18) 

Так как вектор ( )tg  определен неоднородной системой линейных уравнений, 

решение ( )tg  в уравнении (2.18) может быть записано в виде 

( ) ( ) ( ),t c t t g r d  

где ( )c t  произвольная скалярная функция и вектор-строка ( )td  любое частное 

решение системы (18), удовлетворяющее определенным условиям, например 

( ) 0.t d e  

Решение имеет форму 

( ) ( ) ,t td rΛS G  

где 

,

.

 




GQ er I

Ge 0
 

Таким образом, решение уравнения (18) запишем в виде 

( ) ( ) ( ) .t c t t g r rΛS G  

Запишем уравнение для функции 2 ( , , )x y t  в явном виде. Для этого в 

уравнении (2.15) разложим экспоненту в ряд Маклорена до второго порядка и 

произведем замену (2.17). Получим 
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 2
2 1

2

1 2 1

2

1

( , , )
( , , ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

( )
( ) ( ) ( ) ,

2

x y t
x y t t j x j y

t

j y
j y t t j x t j xj y t

j x
t j x t j y t


   


   


 

     



    



    



r r g I A

ΛS A ΛS A ΛS ΛS A

ΛS Q rΛS eI rΛS eA

 

где 

2

2

0

diag{ }, ( ).k k ky dG y 


   A  

Теперь умножим обе части уравнения на вектор e . Учитывая уравнение 

(2.18), запишем 

 

 

 

2

2
2

2

2 1 1

1

( , , ) ( )
( , , )[ 2 ( )( ) ( )

2

( )
2 ( )( ) ( )

2

2 ( )( ) ( ) ].

x y t jx
x y t t t

t

jy
t t

jxjy t t





   



   

  

r g I er ΛS e

rA g I er A A ΛS e

r g I er A ΛS e

 

Введем обозначения  

 
0

11( ) 2 ( )( ) ( ) ,

t

t

t d     r g I er ΛS e

 
0

22 2 1 1( ) 2 ( )( ) ( ) ,

t

t

t d     rA g I er A A ΛS e

 
0

12 1( ) 2 ( )( ) ( ) ,

t

t

t d     r g I er A ΛS e  

получим  

2 2

2 11 22 12

( ) ( )
( , , ) exp ( ) ( ) ( ) .

2 2

jx jy
x y t t t jxjy t
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Делая замены обратные к (2.16), (2.14) и (2.12), получим асимптотику 

второго порядка 

2
(2)

1 2 11

2

22 12

( )
( , , ) exp ( ) ( ) ( )

2

( )
( ) ( ) .

2

ju
u v t juNm t jvNm t N t

jv
N t jujvN t


    




    



h r

 

2.3.4 Основной результат 

Умножая на вектор e , получим аппроксимацию характеристической 

функции случайного процесса  ( ), ( )n t w t  

(2) (2)( , , ) ( , , ) ,h u v t u v th e  

переходя в стационарный режим, положим t T  и 0t  , используя 

уравнение (2.1), мы получим аппроксимацию для характеристической 

функции процесса  ( ), ( )i t v t  

2 2

1 2 11 22 12

( ) ( )
( , ) exp ,

2 2

ju jv
h u v juNm jvNm N N jujvN

 
        

 
 

где 

1 2 1, ,m m  rΛBe rΛA Be  

11 2 2 ( ) ,   rΛBe rΛBGΛe rΛ M G Λe   

22 2 1 1 1 12 2 ( ) ,   rA ΛBe rA ΛBGA Λe rA Λ M G A Λe  

12 1 1 12 2 ( ) ,K   rA ΛBe rA ΛBGΛe rA Λ M G Λe  
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0

1 ( ) 1 ( ) , , 1,..., .k kB B d k k K  




 
     

 
M  

Здесь операция X Y  обозначает произведение Адамара – покомпонентное 

произведение матриц X  и .Y   

 Таким образом стационарное распределение вероятностей двумерного 

случайного процесса  ( ), ( )i t v t  может быть аппроксимирована Гауссовским 

распределением с вектором средних 

 1 2N m mm  

и матрицей ковариации  

11 12

12 22

.
K K

K
K K

 
  
 

 

В частности, стационарная характеристическая функция распределения 

суммарного объема занимаемого ресурса ( )v t  может быть аппроксимирована 

как 

2

2 22

( )
( ) exp .

2

jv
h v jvNm N

 
   

 
                            (2.19) 

Таким образом, это распределение может быть аппроксимировано 

Гауссовским с математическим ожиданием 1Nm  и дисперсией 22.NK  
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3 Алгоритмы численных расчетов вероятностных характеристик 

функционирования систем 

Вычисление характеристик исследуемых процессов требует сложных 

вычислений, в том числе расчетов определенных интегралов, решения 

матричных уравнений и систем уравнений. Для подобных вычислений была 

использована прикладная программа для символьных вычислений Mathcad. 

3.1 Получение распределения для модели с перераспределением ресурса 

Шаг 1. Задание исходных данных. 

a. Задание параметра аппроксимации  

N 10  

 

b. Задание инфинитезимальной матриц 

Q

3

1

2

1

2

2

2

1

4













 

 

c. Задание матрицы интенсивностей простейшего входящего потока 

L

0.1

0

0

0

1

0

0

0

10













 

 

d. Задание матрицы параметров экспоненциального распределения 

времени обслуживания 

M

0.95

0

0

0

2

0

0

0

7.3
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e. В качестве функции распределения объема ресурса приняли 

гамма-распределение с параметрами форм и масштабов, 

определенных для каждого состояния случайной среды, как 

компоненты векторов α и β соответственно: 

  

 

 

 Шаг 2. Основные расчеты. 

2.1. Нахождение вектора стационарного распределения состояния 

случайной среды r : 

 

 

 

 

 

 

2.2. Нахождение  и  : 

 

 

 

2.4. Вычисление вектора k , значений 1 2,  : 

 

 

 

 

2.5. Задание характеристической функции распределения объёма 

ресурса, занимаемого одной заявкой 

 u  ( )


 j u













 



0.5

1.5

2











 

0.5

1.5

2













e1

1

1

1













tmpM augment Q e1( )

tmpV 0 0 0 1( )

r tmpV tmpM
T

 tmpM tmpM
T

 
1



 r L e1

 r M e1

k tmpv tmpM
T

 tmpM tmpM
T

 
1



1





2



2

k M e1





k L e1
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2.6. Задание характеристической функции распределения суммарного 

объема ресурса 

 

F u N( )

0

S 1

s

r
0 s 

 u 
s 0 

 
s 0 

 
N 1

 e

N 2

2
ln  u s 0   s 0    2



















 

 

2.7. Задание функции обратного преобразования Фурье 

 

 

 

2.8. Задание аппроксимации функции распределения суммарного 

объема занимаемого ресурса 

 

 

 

 

 Шаг 3. Вывод результатов. 

 

A 

Pr N v( ) Re
1

2 
A

A

ue
j v u

F u N( )




d













F N v( )

5

v

xPr N x( )




d
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3.2 Нахождение параметров гауссовской аппроксимации для модели без 

перераспределения ресурса 

Шаг 1. Задание исходных данных 

 Исходные данные остались прежними, но теперь задали в качестве 

функции распределения времени обслуживания заявки гамма-распределение, 

например с параметрами 

 

         

 

Шаг 2. Дополнительные расчёты 

2.1. Расчёт матриц первых моментов для функции распределения 

времени обслуживания и функции распределения ресурса: 

v 0 0.1 20

F 10 v( )

0.002514

0.002935

0.003404

0.003922

0.004492

0.005116

0.005797

0.006537

0.00734

0.008207

0.009142

0.010148

0.011228

0.012385

0.013622

...



bet

2

1

3











 alp

1.9

0.5

0.4
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2.2. Вычисление матрицы вторых моментов для функции 

распределения ресурса: 

 

 

2.3. Задание функций распределения времени обслуживания для 

каждого состояния: 

 

 

 

 

2.4. Вычисление значения матрицы M : 
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B1 x( ) pgamma bet
0

x alp
0

 

B2 x( ) pgamma bet
1

x alp
1

 

B3 x( ) pgamma bet
2

x alp
2

 

M11

0



x1 B1 x( )( ) 1 B1 x( )( )




d

M12

0



x1 B1 x( )( ) 1 B2 x( )( )




d

M13

0



x1 B1 x( )( ) 1 B3 x( )( )




d
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2.5. Вычисление матрицы G : 

 

 

 

 

 

Шаг 3. Вычисление параметром гауссовской аппроксимации 

3.1. Нахождение элементов матрицы ковариации: 

 

 

 

 

3.2. Нахождение первых начальных моментов: 

 

 

 

  

M22

0



x1 B2 x( )( ) 1 B2 x( )( )




d

M23

0



x1 B2 x( )( ) 1 B3 x( )( )




d

M33

0



x1 B3 x( )( ) 1 B3 x( )( )




d

M

M11

M12

M13

M12

M22

M23

M13

M23

M33











2.907041

0.396447

0.117763

0.396447

0.18169

0.077181

0.117763

0.077181

0.042731













zero m n( ) 0

tmpM augment Q e1( )

tmpV augment e1 r identity 3( ) matrix 3 1 zero( )( )

G tmpV tmpM
T

 tmpM tmpM
T

 
1



K11 r L B e1 2 r L B G L e1 2 r L MG( ) L e1 1.072617

K22 r L Alpha B e1 2 r A L B G A L e1 2 r A L MG( ) A L e1 1.89367

K12 r L Alpha B e1 2 r A L B G L e1 2 r A L MG( ) L e1 1.89367

m1 r L B e1 0.591404

m2 r L A B e1 0.591404
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4 Разработка приложения для имитационного моделирования систем 

массового обслуживания, функционирующих в случайной среде 

4.1 Объектная модель разрабатываемого приложения 

Для имитационного моделирования подобных систем наиболее 

подходящим является дискретно-событийный подход [1]. На рисунке 4 

представлена объектная модель разрабатываемого приложения.  

 

Рисунок 4 – Объектная модель СМО 

Класс RandomEnvironment представляет собой реализацию случайной 

среды, ее функционирование определяется цепью Маркова с непрерывным 

временем и задается инфинитезимальной матрицей Q . Метод 

calculateTransitionDistribution(…) на основе матрицы Q  вычисляет 

вероятности переходов. Метод initState(…) находит вектор r стационарного 

распределения состояний среды из системы уравнений (4.1) и на основе этого 

вектора определяет начальное состояние случайной среды. Метод 
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nextState(…) генерирует время смены состояния среды, а также определяет 

следующее состояние. 

Класс Request представляет собой реализацию заявки. Имеет атрибут 

volume – объем занимаемого ресурса и атрибут serveTime – время завершения 

обслуживания. 

Класс Resources содержит массив функций распределения объема для 

каждого состояния. А операция calculateVolume(…) используется для 

генерации случайной величины объема по соответствующей текущему 

состоянию случайной среды функции распределения. 

Класс Service представляет собой реализацию пула серверов, отвечает за 

хранение массива заявок и моделирование процессов их обслуживания. Метод 

addRequest(…) принимает текущее время и состояние среды, генерирует для 

заявки время завершения обслуживания, распределенное по 

экспоненциальному закону с параметром зависящем от состояния среды, а 

также вызывает метод calculateVolume(…) у класса ResourceSystem для 

генерации объема ресурса для этой же заявки, затем добавляет заявку в массив. 

Операция findNearestTime(…) находит среди всех заявок в пуле такую, 

которая имеет ближайшее к текущему время завершения обслуживания, и 

возвращает это время как результат. Операция onStateChange(…) должна 

вызываться классом Model, когда происходит смена состояния среды. В этом 

случае необходимо для каждой заявки переопределить время завершения 

обслуживания и выделить ресурс заново в соответствии с текущим состоянием 

среды. Операция serveRequests() удаляет из массива заявку с наименьшим 

временем завершения обслуживания. Операция getTotalVolume(…) считает 

суммарный объем занимаемого ресурса и возвращает его как результат. 

Класс ArrivalProcess представляет собой пуассоновский поток 

поступающих заявок с интенсивностью зависящей от состояния случайной 

среды. Операция calculateTime(…) генерирует время прихода следующей 

заявки в систему. 
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Класс Model представляет систему в целом и отвечает за обработку 

событий, сбор статистики. Метод simulate(…) принимает количество событий, 

которые будут отработаны во время симуляции; сравнивает время 

наступления различных событий и запускает соответствующий сценарий, 

добавляет в статистику текущее значение суммарного объема занимаемого 

ресурса, после вызывает приватный метод exportToExcel(…) для экспорта 

результата моделирования в файл формата MS Excel. Диаграмма 

последовательностей для метода simulate(…) представлена на рисунке 5. 

 

  
Рисунок 5 – Метод simulate(…) класса Model 

 

4.2 Руководство пользователя 

 

В главном окне программы (рисунок 6) задаются параметры 

моделируемой системы. 
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Таким образом, в начале на главной форме вводится количество 

состояний случайной среды. 

 

 
Рисунок 6 – Главное окно программы имитационного моделирования 

 

Далее, нажав на кнопку «Задать Q», пользователь попадет на форму для 

заполнения инфинитезимальной матрицы Q цепи Маркова, определяющей 

случайную среду (рисунок 7). 
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Рисунок 7 – Форма заполнения инфинитезимальной матрицы Q  

 

Заполнив форму и нажав на кнопку «Save», пользователь вернется на 

главную форму, а введенные им данные будут сохранены. 

 

После того, как пользователь выберет вид входящего потока (рисунок 

8), он сможет настроить параметры выбранного потока, нажав на 

появившуюся кнопку. 
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Рисунок 8 – Выбор вида входящего потока на главной форме приложения 

 

То же относится к функциям распределения ресурса и времени 

обслуживания (рисунок 9 и рисунок 10) 

 
 

 
Рисунок 9 – Главная форма приложения при выбранных видах функций 
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Рисунок 10 – Форма заполнения параметров гамма-функций 

 

Пользователю предлагается задать параметр аппроксимации N и 

количество событий, которые будут обработаны за время симуляции, а также 

установить будет ли при смене состояния среды перераспределяться ресурс 

для заявок, находящихся в обслуживании.  

При нажатии кнопки «Запустить» будет проведена симуляция с 

введенными параметрами, собранная статистика по суммарному объему 

занимаемого ресурса будет выведена в файл формата MS Excel, там же 

строится график распределения суммарного объема занимаемого ресурса 

(рисунок 11). 
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Рисунок 11 – Результат работы программы 
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5 Численный анализ результатов 

5.1 Точность имитационной модели 

Точность имитационной модели будем оценивать на основе вычисления 

расстояния Колмогорова между функциями распределения суммарного 

объема занимаемого ресурса, полученными в ходе имитационного 

моделирования. Для этого программа запускается несколько раз при 

одинаковых параметрах: 

 

diag{0,1;1 1; 0}N Λ , 

 

diag{0,9 2;5; }7,3M , 

 

3 1 2

1 2 1

2 2 4

N

 
 

  
 
  

Q , 

 

4N  . 

 

В качестве функций распределения занимаемого объема ресурса взято 

гамма-распределение с параметрами 

 

[0,5;1,5; 2]α , [0,5;1,5; 2]β  . 

 

Количество экспериментов в каждой симуляции равняется 66 10 . При 

заданных параметрах вычисляется расстояние Колмогорова между 

функциями распределения суммарного объема занимаемого ресурса, 

полученными в ходе симуляций ˆ ( )iF v , где i – порядковой номер симуляции: 

 

0

ˆ ˆsup ( ) ( )i j
v

ij F v F v


  . 

 

После этого находим его максимальное значение. В нашем случае оно 

составило 0,00104 для случая, когда при смене состояния среды, ресурс 
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перезанимается заново, и 0,00109 для случая, когда перераспределения не 

происходит.  

 

 

 

5.2 Определение области применимости асимптотических результатов 

 

Для определения области применимости проведем численный 

эксперимент. Для этого будем сравнивать эмпирические распределения 

суммарного объема занимаемого ресурса, полученные в ходе работы 

программы имитационного моделирования ˆ ( )F v , и полученные в главах 1 и 2 

аппроксимации. В качестве метрики используем расстояние Колмогорова 

 

0

ˆsup ( ) ( ) .
v

F v F v


    

 

5.2.1 Система с перераспределением ресурса 

 Сравним эмпирическое распределение с аппроксимацией (1.3), 

полученной в Главе 1. При описанных в главе 5.1 параметрах с 

перераспределением ресурса, в случае смены состояния среды, провели серию 

экспериментов при разных значениях асимптотического параметра N. 

Полученные расстояния Колмогорова приведены в таблице 5.1. Сравнение 

эмпирического и асимптотического распределений изображено на рисунке 12 

 

Таблица 5.1 – Расстояния Колмогорова между эмпирическим и 

асимптотическим распределениями при различных значениях N 

N 3 4 5 7 10 
  0.052 0.044 0.042 0.034 0.030 
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Рисунок 12 – Сравнение эмпирического (сплошная линия) и 

асимптотического (пунктирная линия) распределений при разных значениях 

N 

 

Легко заметить, что расстояние Колмогорова уменьшается с ростом 

асимптотического параметра N . Таким образом, если принять 

погрешность 0.05   аппроксимация (1.3) становится применима при 

4N  .  
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5.2.2 Система без перераспределения ресурса 

Проведем серию экспериментов при следующих параметрах 

3 1 2

1 2 1 ,

2 2 4

N

 
 

  
 
  

Q  

diag{0,1;1; 1 }0 .N Λ  

В качестве функции распределения времени обслуживания заявки 

возьмем гамма-распределение с параметрами 

0[1,9; , ]45; 0,α , [2;1;3].β  

А для распределения занимаемого объема ресурса примем гамма-

распределение с параметрами 

[0,5;1,5; 2]α , [0,5;1,5; 2]β . 

 При смене состояния среды ресурс не будет перераспределяться заново, 

для заявок, которые уже находятся в обслуживании. 

 

 Сравним эмпирическое распределение с аппроксимацией (2.19), 

полученной в Главе 2 при разных значениях асимптотического параметра N. 

Полученные расстояния Колмогорова приведены в таблице 5.2. Сравнение 

эмпирического и асимптотического распределений изображено на рисунке 13 

 

Таблица 5.2 – Расстояния Колмогорова между эмпирическим и 

асимптотическим распределениями при различных значениях N 

N 5 10 15 20 25 50 100 
  0.085 0.061 0.051 0.045 0.041 0.033 0.023 

 

Легко заметить, что расстояние Колмогорова уменьшается с ростом 

асимптотического параметра N . Таким образом, если принять 

погрешность 0.05   аппроксимация (2.19) становится применима при 

20N  .  
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Рисунок 13 – Сравнение эмпирического (сплошная линия) и 

асимптотического (пунктирная линия) распределений при разных значениях 

N 

 

 

5.3 Вычисление вероятности переполнения ресурса  

 

Основным практическим интересом данной работы является 

нахождение вероятности того, что при определенных параметрах ресурс 

превысит определенное значение.  

Рассмотрим модель без перераспределения ресурса при параметрах, 

описанных в Главе 5.2.2 при 25N  . В ней будем изменять 

математическое ожидание распределения времени обслуживания для 

первого состояния среды 
1qm при фиксированном параметре формы, то 

есть изменяя только параметр масштаба. Найдем вероятности, того, что 

суммарный объем ресурса в системе превысит фиксированное значение 

R. Установим данное значение равным 25. Полученные результаты 

приведены в таблице 5.3, а также отображены на рисунке 14. 
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Таблица 5.3 – Вероятности переполнения ресурса 

1qm  2m  22K  Вероятность 

переполнения 

ресурса 

1 

 

0,592982 

 

1,372906 

 

0,041207 

 

1,20 

 

0,599298 

 

1,388089 

 

0,044516 

 

1,40 

 

0,605614 

 

1,403198 

 

0,047988 

 

1,60 

 

0,61193 

 

1,418253 

 

0,051624 

 

1,80 

 

0,618246 

 

1,433267 

 

0,055426 

 

2,00 

 

0,624561 

 

1,44825 

 

0,059396 

 

2,50 

 

0,640351 

 

1,485608 

 

0,070058 

 

3,00 

 

0,65614 

 

1,522867 

 

0,081776 

 

3,50 

 

0,67193 

 

1,560063 

 

0,09454 

 

4,00 

 

0,687719 

 

1,597213 

 

0,108327 

 

… … … … 

8,00 

 

0,814035 

 

1,89367 

 

0,249618 

 

 

 
Рисунок 14 – Распределение вероятности переполнения ресурса 
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Заключение 

В работе были рассмотрены ресурсные системы массового 

обслуживания, функционирующие в случайной среде. Для модели с 

перераспределением ресурса была получена аппроксимация 

характеристической функции распределения суммарного объема занимаемого 

ресурса в условии растущей интенсивности входящего потока и предельно 

частых изменений состояния среды. На ее основе была выведена 

асимптотическая функция распределения суммарного объема занимаемого 

ресурса в стационарном режиме. Для модели без перераспределения ресурса 

была найдена аппроксимация характеристической функции распределения 

суммарного объема занимаемого ресурса в условии растущей интенсивности 

входящего потока и предельно частых изменений состояния среды, показано, 

что распределение суммарного объема занимаемого ресурса может быть 

аппроксимировано гауссовским распределением. В программе Mathcad для 

модели с перераспределением ресурса было получено распределение 

суммарного объёма занимаемого ресурса, для модели без перераспределения 

ресурса были найдены параметры гауссовской аппроксимации. Было 

спроектировано и реализовано приложение для имитационного 

моделирования ресурсных систем массового обслуживания, 

функционирование которых зависит от состояния случайной среды с 

возможность выбора опции перераспределения ресурса при смене состояния 

среды. Также были проведены численные эксперименты, в результате которых 

были оценены, погрешности аппроксимаций и выявлены их области 

применимости. В качестве примера задачи, решаемой с использованием 

полученных результатов, для модели без перераспределения ресурса была 

рассмотрена задача нахождения вероятности переполнения ресурса. Таким 

образом, все задачи выполнены, цель работы достигнута. 
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Результаты данных исследований были представлены на 3 

международных конференциях, опубликованы в 2 работах, в том числе 1 – в 

изданиях, индексируемых Scopus [14, 15]. 
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