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Þ.À. Ïðîêóäèíà, À.Í. Ìîèñååâ

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ã. Òîìñê, Ðîññèÿ

Ïðè âûïîëíåíèè èññëåäîâàíèé â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò. ×àñòî
ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå àïïðîêñèìàöèè
öåëåâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà
íà÷èíàåò öèêë èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé ñïåöè-
àëèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëèò
ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå íà îñíîâå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ è àíàëèçèðóþòñÿ ðå-
çóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çà-
ÿâîê â ñèñòåìå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Ïðîâåäåí àíàëèç èìåþ-
ùèõñÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Â èòî-
ãå ñîñòàâëåíà ñâîäíàÿ òàáëèöà, êîòîðàÿ â êðàòêîì âèäå ïðåä-
ñòàâëÿåò èçâåñòíûå â ýòîì êëàññå ìîäåëåé ðåçóëüòàòû, ÷òî ïîç-
âîëèò ðåàëèçîâàòü íåîáõîäèìóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü îïèñàííîé
ïðîãðàììíîé ñèñòåìû äëÿ äàííîãî êëàññà ìîäåëåé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, ñèñòåìà
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïðèáîðîâ, àï-
ïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ââåäåíèå

Ïðè àíàëèçå ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) â êà÷åñòâå îä-
íîãî èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàòåëè ïîëó÷àþò ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå (îáû÷íî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî
ðåæèìà). Äëÿ ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ ýòà ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà (÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì çàíÿòûõ
ïðèáîðîâ. Åñëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷èòü â òî÷íîì âèäå íå óäàåò-
ñÿ, òî èññëåäîâàòåëè ñòàðàþòñÿ ïîëó÷èòü åãî àïïðîêñèìàöèþ, êîòîðàÿ
îáû÷íî ñâÿçàíà ñ êàêèì-ëèáî àñèìïòîòè÷åñêèì óñëîâèåì è ðàáîòàåò
â ñèòóàöèÿõ áëèçêèõ ê ýòîìó óñëîâèþ. Îòìåòèì, ÷òî, êàê ïîêàçûâà-
åò àíàëèç ëèòåðàòóðû, ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èëè åãî
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àïïðîêñèìàöèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòíîñÿòñÿ ê íåêîòîðîìó êëàññó
èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé: ïóàññîíîâñêîå, îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå
(ÎÁÐ), íîðìàëüíîå (ãàóññîâñêîå, à òî÷íåå åãî äèñêðåòíûé àíàëîã) è ò.ï.

Ê ñîæàëåíèþ, íå äëÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé ÑÌÎ ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ëèáî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí òîëüêî â íåêîòîðîé ñëîæíîé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðè-
ìåíåíèÿ ôîðìå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Òîìñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-
âåðñèòåòå íà÷àòû èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
SimQ [1, 2]. Äàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ èìèòàöè-
îííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÌÎ. Îäíîé èç çàäà÷ êîìïëåêñà äîëæíî ñòàòü
ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàÿâîê â
çàäàííîé ÑÌÎ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íà îñíîâå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ
èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ
âûïîëíèòü àíàëèç íàó÷íîé ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèÿì â
îáëàñòè òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëèò âûÿâèòü, êàêèå
èçâåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èëè àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åíû â
ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò áîëüøîå
êîëè÷åñòâî íàó÷íûõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè, à òàêæå ìíîæåñòâî âèäîâ
ñàìèõ ÑÌÎ, áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå íà÷àòü àíàëèç ñ íåêîòîðîãî êëàññà
ìîäåëåé. Â êà÷åñòâå òàêîãî êëàññà áûëè âûáðàíû ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åí-
íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ, ïîñêîëüêó ýòè ìîäåëè íàèáîëåå áëèçêè àâòîðàì
ïî ïðåäûäóùèì èññëåäîâàíèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå âûïîëíåí àíàëèç ñèñòåìàòèçàöèÿ ðåçóëüòà-
òîâ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðè-
áîðîâ [4]� [13], à â êà÷åñòâå öåëåâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûáðàíî ñòàöèîíàð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå.

Àíàëèç ÷èñëà çàÿâîê â ÑÌÎ

Ðåçóëüòàòû âûïîëíåííîãî àíàëèçà ïî óêàçàííûì èñòî÷íèêàì ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå (òàáëèöà 1). Â òàáëèöå èñïîëüçîâà-
íà íîòàöèÿ Êåíäàëëà [3] îáîçíà÷åíèé òèïà ÑÌÎ. Â ÷àñòíîñòè, â äàííîé
ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ òèïà A/S/∞. Ïåðâûé çíàê (A) îçíà-
÷àåò òèï âõîäÿùåãî ïîòîêà è èìååò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

M � ïðîñòåéøèé (ïóàññîíîâñêèé) ïîòîê;
GI � ðåêóððåíòíûé ïîòîê;
MMPP � MMPP-ïîòîê (Markov Modulated Poisson Process);
MAP � MAP-ïîòîê (Markovian Arrival Process);
BMAP � ãðóïïîâîé MAP-ïîòîê (Batch Markovian Arrival Process).

Âòîðîé çíàê îáîçíà÷åíèÿ (S) îçíà÷àåò òèï îáñëóæèâàíèÿ è èìååò äâà
çíà÷åíèÿ:
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M � ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå;
G � íåýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ çàäàííîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (ðåêóððåíòíîå îáñëóæèâàíèå).

Íàêîíåö, çíàê∞, êîòîðûé ñòîèò â òðåòüåé ïîçèöèè, îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî
îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ â ÑÌÎ íå îãðàíè÷åíî.

Òàáëèöà 1
Ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàÿâîê â ÑÌÎ ñ íåîãðàíè-
÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ

Òèï ÑÌÎ
Àñèìïòîòè÷åñ-
êîå óñëîâèå

Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
çàÿâîê â ñèñòåìå

Èñòî÷íèêè

M/M/∞ íåò
ïóàññîíîâñêîå ñ ïàðà-
ìåòðîì ρ = λ/µ

[4]

M/G/∞ íåò
ïóàññîíîâñêîå ñ ïàðà-
ìåòðîì ρ = λb

[4, 5]

GI/G/∞ λ → ∞
íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåò-
ðàìè M = λb è D =
λb+ κβ

[6, 7]

MMPP/G/∞ λ → ∞
íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåò-
ðàìè M = λb è D =
λb+ κβ

[8]

MAP/G/∞ λ → ∞
íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåò-
ðàìè M = λb è D =
λb+ κβ

[9]

MMPP/M/∞
ñ ïîâòîðíûìè
îáðàùåíèÿìè

b → ∞
íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåò-
ðàìè M = λ/[µ(1 − r)]
è D = κ/[µ(1− r)]

[10]

BMAP/M/∞ b → ∞
íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåò-
ðàìè M = λ/µ è D =
κ/µ

[11]

GI/G/∞
ÎÁÐ ñ ïàðàìåòðàìè
r = λb/(λb+ κβ) è p =
(λb)2/(κβ)

[12]

MAP/G/∞
ÎÁÐ ñ ïàðàìåòðàìè
r = λb/(λb+ κβ) è p =
(λb)2/(κβ)

[13]

Ðàñøèôðîâêà èñïîëüçîâàííûõ â òàáëèöå îáîçíà÷åíèé äàíà íèæå:

λ � èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà;
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µ � ïàðàìåòð ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæè-
âàíèÿ;
b � ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ. Äëÿ ýêñïîíåíèàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ b = 1/µ. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàííîãî ôóíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x): b =

∫ ∞

0

[1−B(τ)]dt;

β âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå β =

∫ ∞

0

[1−B(τ)]2dt;

âåëè÷èíà κ çàâèñèò îò òèïà âõîäÿùåãî ïîòîêà è ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ åãî ïàðàìåòðàìè. Ìû çäåñü íå ïðèâîäèì ôîðìóëû äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ κ ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè è îãðàíè÷åííîãî îáúåìà äàííîé
ïóáëèêàöèè. Çà ïîäðîáíîñòÿìè ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì èñòî÷íèêàì, óêàçàííûì â òàáëèöå;
r � âåðîÿòíîñòü ïîâòîðíîãî îáñëóæèâàíèÿ (äëÿ ìîäåëåé ñ ïîâòîðíûì
îáñëóæèâàíèåì).

Àïïðîêñèìàöèþ ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èñ-
ïîëüçîâàòü â âèäå ñëåäóþùåãî åå äèñêðåòíîãî àíàëîãà:

P (i) = (G(i+ 0.5)−G(i− 0.5))(1−G(−0.5))−1,

ãäå G(i) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì M è äèñïåðñèåé D (èõ çíà÷åíèÿ äàíû â
òàáëèöå 1), i ∈ {0, 1, 2, . . . }.

Äëÿ ñèñòåì âèäà ∗/G/∞ ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè âõîäÿùèõ ïîòîêîâ ìû
ðàññìîòðåëè òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â óñëîâèè âûñîêîé èí-
òåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà (λ → ∞), òàê êàê äðóãèå èññëåäîâàíèÿ
íå ïðåäîñòàâëÿþò ðåçóëüòàò â âèäå êàêîãî-ëèáî èçâåñòíîãî òèïà ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Òàêæå ìû íå èñïîëüçîâàëè ðåçóëüòàòû àñèìïòî-
òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé äàííûõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ ðàñòóùåãî âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ (b → ∞) [14], òàê êàê äëÿ ýòîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî óñëî-
âèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.

Òàêæå â òàáëèöó âíåñåíû àïïðîêñèìàöèè â âèäå îòðèöàòåëüíîãî áè-
íîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ÎÁÐ) ñ ÷èñëîì ïîïûòîê r è âåðîÿòíîñòüþ
óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p (äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé r) [12, 13].
Ýòè ðåçóëüòàòû â ñâîåé îñíîâå èñïîëüçóþò ìîìåíòû ãàóññîâñêèõ àï-
ïðîêñèìàöèé, ïîëó÷åííûõ â [6, 7, 9], íî äàþò áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû.
Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è
äëÿ äðóãèõ òèïîâ ÑÌÎ.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííîãî àíàëèçà ñîñòàâëåíà òàáëèöà ñòàöèîíàð-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàÿâîê â ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åí-
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íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ
äàííîãî àíàëèçà áóäåò ðåàëèçîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëü ïðîãðàìì-
íîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà
çàÿâîê â ÑÌÎ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íà îñíîâå ñåðèé ýêñïåðèìåíòîâ
èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòóþùèõ ñèñòåì.

Òàê êàê â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû òîëüêî ðàçíîâèäíîñòè
ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ, à â ðàññìîòðåíèå íå ïîïàëè
òàêèå ìîäåëè êàê ìíîãîôàçíûå ÑÌÎ, RQ-ñèñòåìû (ñèñòåìû ñ ïîâòîð-
íûìè âûçîâàìè), öèêëè÷åñêèå ñèñòåìû, ÑÌÎ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èñ-
òî÷íèêîâ è ò.ä., â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè òàêîé æå àíàëèç
è äëÿ ýòèõ òèïîâ ìîäåëåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.
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