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МЕТОД ВЕРОЯТНОСТНОЙ БУМАГИ ДЛЯ ЗАДАЧИ ОДНОРОДНОСТИ 

 
Предлагается глазомерный метод анализа правдоподобных видов альтернатив к гипотезе однородности двух выборок. 

 
В математической статистике известен глазо-

мерный метод вероятностной бумаги (Probability 
Plot) для анализа задачи согласия [1. §9.11; 2. §5.1]. 

Для имеющейся выборки повторных и независимых 
наблюдений проверяется сложная гипотеза со-

гласия  о том, что наблю-
дения извлечены из генеральной совокупности с функ-
цией распределения определенного непрерывного и 
строго монотонного типа F
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0 при неизвестных значениях 
параметров сдвига µ и масштаба σ (К примеру, про-
веряется, что выборочные данные являются нор-
мальными с неизвестным математическим ожиданием и 
с неизвестным среднеквадратическим отклонением). 

В методе вероятностной бумаги просматривается ва-
риационный ряд выборки {  и для каждой поряд-
ковой статистики x

n
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® как для квантиля гипотетического 
распределения F0 вычисляется значение (1
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где  – какая-либо состоятельная оценка нижнего кван-
тильного уровня у порядковой статистики ранга r. На 
практике часто [2. С. 163] берут , т.е. как 
середину «скачка» в точке  у эмпирической функции 

распределения на выборке 
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Затем на графике в координатах XOY отклады-
ваются точки 
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и «на глаз» анализируется, укладываются ли они стохас-
тически на прямую. Если это так, то выдвинутую гипоте-
зу согласия  можно признать правдоподобной. СH 0

Теоретическим  обоснованием метода служит то, что 
в силу известного факта стохастической сходимости эм-
пирической функции распределения FЭ(x) к истинной 
функции распределения генеральной совокупности 
FГС(x) оценка квантильного уровня rγ€  стохастически 
сходится к величине  [1. С. 257]. Но при верно-

сти гипотезы согласия  величина y
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и означает, что случайные точки (1) стохастически до-
лжны укладываться на прямую 
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Рассмотрим задачу однородности. В приложениях 
математической статистики под ней подразумевают про-
блему отсутствия эффекта обработки [2. §3.5]. Формаль-

но же задача заключается в следующем. Имеется исход-
ная выборка наблюдений {  – значения некоторого 
показателя (например, урожайности) до обработки, а 
затем получена выборка наблюдений {  – значения 
этого же показателя после обработки (после внесения 
удобрений). Выборки предполагаются повторными и 
независимыми, извлеченными соответственно из гене-
ральных совокупностей с функциями распределения F(x) 
и G(y). Эти функции в общей ситуации не известны, но 
предполагаются непрерывными и строго монотонными. 
Проверяется гипотеза однородности [1. § 9.13] 
H
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0:F(z)≡G(z) о том, что обе выборки фактически извле-
чены из одной и той же генеральной совокупности, т.е. 
что эффекта обработки нет (урожайность не изменилась 
после внесения удобрений). 

В математической статистике известны критерии для 
проверки сформулированной гипотезы H0. Выбор подхо-
дящего теста однородности зависит от характера возмож-
ных альтернатив H1 к гипотезе H0. Для анализа правдопо-
добных на полученных выборочных данных альтернатив 
к гипотезе однородности H0 нами и предлагается методи-
ка, развивающая идею метода вероятностной бумаги. 

При решении задачи однородности все равно ка-
кую из двух введенных выше выборок считать пер-
вой, а какую второй. Условимся за первую рассмат-
ривать выборку меньшего объема и обозначим ее 
через x. Вторую выборку обозначим y, причем nx≤ny. 

Построим вариационные ряды выборок {  

и  и по аналогии с (1) рассмотрим на гра-

фике в координатах XOY точки: 
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где за оценку неизвестной функции распределения 
G(y) генеральной совокупности для второй выборки 
взята ее эмпирическая функция распределения 
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Обращение функции GЭ(y) в (3) фактически сводится 
(рис. 1) к поиску в вариационном ряду второй выборки 
такого ранга ry

~ , который удовлетворяет условиям: 
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Разрешение условий (4) дает значение ранга yr~  
как функции от ранга  в вариационном ряду пер-
вой выборки в виде 
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т.е. номера рангов порядковых статистик второй выбо-
рки в (3) оказываются «просеянными» по правилу (5) для 
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номеров рангов xx nr ,1=
15=y

 на первой выборке. Например, 
если , а , то «просеивание» дает результаты 
– r

10=xn n

x:1,2,3,4,5,6,7,8,9,10; 5.10,12,13,13,4,6,7,9,,1:~
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yx n=
 В ча-

стном случае при n  «просеивания» нет. 
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                                              Рис. 1 

В силу качеств сходимости эмпирической функ-
ции распределения величина  в (3) при (5) сто-

хастически сходится к значению  т.е. 
точки (3) стохастически должны укладываться на 
линию с уравнением  
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В частности, если функции распределения F и G 

принадлежат одному типу, т.е. в задаче однородно-
сти имеет место сдвиго-масштабная альтернатива 

 то линия (6) подобно (2) ока-
зывается прямой (рис. 2) 
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Рис. 2 

Решить, укладываются ли случайные точки (3) 
на прямую, можно не только «на глаз», но и более 
формально по значимости выборочного коэффици-
ента корреляции между рядами x и y в (3). А восста-
новить теоретическую прямую (7), т.е. оценить па-
раметры ∆ и Θ по точкам (3), можно методом наи-
меньших квадратов. 

Анализируя расположение точек (3) на плоскости, 
можно конкретизировать проблему однородности. 
Если точки явно не укладываются на прямую, то это 
означает, что эффект обработки между первой и вто-
рой выборками есть, и он сложно проявляется в иска-
жении формы распределения  генеральной совокупно- 

 

сти от F к G. Здесь к общей гипотезе однородности H0 
напрашивается общая альтернатива  а 
для проверки гипотез должен быть использован уни-
версальный тест однородности типа ω  Розенблатта – 
Смирнова [3. С. 86]. 
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Но и в такой ситуации можно уточнить общую 
альтернативу H1 по характеру выпуклости кривой 
(6), на которую стохастически укладываются точки 
(3). К примеру, если на самом деле к гипотезе H0 
имеет место односторонняя альтернатива вида 

, то, как ясно из рис. 3, ординаты y 
точек кривой (6) всегда оказываются меньше абс-
цисс x, а значит, кривая (6) должна иметь прогну-
тый вид – как на рис. 4. Для проверки таких гипотез 
может быть использован универсальный 
односторонний тест однородности типа теста 
Колмогорова – Смирно

)()(:1 zGzFH ОД <

ва [3. С. 83]. 

0

F(x)

y x

F(z)
G(z)

F(z) < G(z)

1

z

 
Рис. 3 
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Рис. 4 

Если же точки (3) стохастически укладываются 
на прямую, то это означает, что эффект обработки 
между первой и второй выборками проявляется 
лишь в сдвиго-масштабных искажениях, но не в 
изменении формы распределения генеральной со-
вокупности. При этом от общей гипотезы однород-
ности  можно перейти к частным параметриче-

ским гипотезам о сдвиге  или о масштабе 

 с подходящими односторонними альтерна-
тивами (в зависимости от значений оценок пара-
метров ∆ и Θ прямой (7)). А для проверки таких 
гипотез может быть использован ранговый тест од-
нородности типа Вилкоксона [3. С. 93]. 
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