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В работе асимптотическим методом исследована RQ-система 
M /M /1/N -1 с мгновенной и отложенной обратными связями. В 
системе имеется один обслуживающий прибор и буфер, содер
жащий N-1 мест для ожидания. Входящая заявка, заставшая 
прибор занятым, а буфер заполненным, попадает на орбиту, где 
ожидает случайное время и повторяет попытку попасть на об
служивание или в очередь. После обслуживания заявка либо 
покидает систему, либо повторно поступает на обслуживание, 
либо переходит на орбиту. В работе показано, что асимптоти
ческое распределение вероятностей числа заявок на орбите при 
условии растущего среднего времени ожидания на орбите яв
ляется гауссовским, получены уравнения для нахождения пара
метров распределения.
Ключевые слова: Асимптотический анализ, RQ-система, 
очередь, обратная связь.

Введение
В теории массового обслуживания рассматриваются системы с по

терей заявок (с отказами) и системы с ожиданием, имеющие конечный 
или бесконечный буфер для ожидания. Во втором случае заявка, посту
пившая в систему и заставшая прибор занятым, становится в очередь. 
Особое значение имеют системы с повторными вызовами (RQ-системы), 
в которых заявка, заставшая прибор занятым, ожидает на орбите слу
чайное время и повторяет попытку попасть на обслуживание. Посколь
ку эффект повторных попыток типичен для многих телекоммуникаци
онных сетей, исследованию RQ-систем посвящено большое количество 
работ [1], [2]. Кроме того, в реальных сетях связи происходит повторная 
передача ошибочно переданных данных. В системах массового обслу
живания такая возможность обеспечивается обратной связью. Модели 
с обратными связями мало изучены. В [3] рассматривается модель си-
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схемы с бесконечным буфером, мгновенной обратной связью матрично
геометрическим методом.

В данной работе рассматривается система с повторными вызовами, 
имеющая один обслуживающий прибор и буфер, содержащий N  — 1 
мест для ожидания. Входящая заявка, заставшая прибор занятым, а 
буфер заполненным, попадает на орбиту, где ожидает случайное время 
и повторяет попытку попасть на обслуживание или в очередь. В системе 
учитывается возможность повторного обслуживания в виде мгновенной 
и отсроченной обратной связи. Система исследуется методом асимпто
тического анализа при условии растущего среднего времени ожидания 
заявок на орбите.

1. Описание модели и постановка задачи
Рассмотрим систему массового обслуживания M /M /1/N -1 с повтор

ными вызовами (рис. 1). На вход поступает простейший поток заявок 
с интенсивностью А. Если обслуживающий прибор свободен, то заявка 
поступает на обслуживание. Если прибор занят, то при наличии мест 
в буфере для ожидания заявка становится в очередь, а при отсутствии 
мест попадает на орбиту. Время обслуживания заявки распределено 
по экспоненциальному закону с параметром д. Заявка, обслуживание 
которой завершено, покидает систему с вероятностью т0, мгновенно по
ступает на повторное обслуживание с вероятностью ti или  переходит 
на орбиту с вероятностью т̂  ̂^^^^^)бразом то +  ti +  т2 =  1. На орбите 
заявки ожидают повторного обслуживания в течение времени, распре
деленного по экспоненциальному закону с параметром а, после чего 
делают попытку встать в очередь. В случае отсутствия мест в буфере 
заявки остаются на орбите.

Рис. 1. Схема системы

Обозначим ^ ^^ите в момент времени t, про
цесс n(t) определяет состояние прибора и буфера для ожидания следу
ющим образом: n(t) =  свободен; n(t) =  n, если при
бор занят и в очереди n —  ̂ ^^жка, n =  1,N. Двумерный процесс
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{i(t),n (t )} является цепью Маркова с непрерывным временем. Обозна
чим вероятности числа заявок на орбите с учетом состояния прибора 
Pn(i,t) =  P  {i(t) =  i, n(t) =  n} ,n  =  0 ,N ; i =  0, to. Требуется найти 
стационарное распределение вероятностей числа заявок на орбите.

2. Уравнения Колмогорова
Для стационарного распределения вероятностей Pn(i) =  Pn(i,t), за

пишем систему уравнений

-  (А +  ia) Po(i) +  ЦГ0Р1 (i) +  p,V2 Pi(i -  1) = 0 ;
APn-i(i) +  (i +  1)aPn-i(i +  1) -  (А +  цго +  ЦГ2 +  ia) Pn(i) +  ^roPn+i(i)+
+  pr2 Pn+i(i -  1 )= 0 , n = 1 ,N  -  1;
(i +  1)aPN — i (i +  1) -  (A +  цго +  ^^2) Pn (i) +  APn — 1 (i) +  APn (i -  1) =  0.

Введем частичные характеристические функции числа заявок на ор
бите Hn(u) =  Y^°= 0  ejuiPn(i) и преобразуем систему к виду

-AHo(u) +  ja
dHo(u)

du
+  (цго +  ЦГ2ej^  Hi(u) =  0; ( 1)

, / Ч dH^_i(u^ ^ , dHn(u)
AHn—i(u) -  ja e  j -----d^---------(A +  M̂ o +  ^^2) Hn(u) +  j a — dju^ +

+  (^ro +  Mr2ej “ ) Hn+i(u) =  0, n =  1, N  -  1; 

dHN—i (u)AHn —i(u) -  ja e du
-  (A -  Aeju +  Mro +  МГ2 ) Hn (u) =  0.

Полная характеристическая функция числа заявок на орбите
H(u) N=o Hn(u). Сложим уравнения системы (1), получим^n=^-‘n 

^  i i
p r ^ 2  H n(u)+  ja e  ^  dHn(u) +  (A +  МГ2) Hn (u) =  0. (2)

n=i n=o du

3. Асимптотика первого порядка
Решим уравнения для характеристической функции (1), (2) при 

асимптотическом условии растущего среднего времени ожидания на ор
бите, то есть будем полагать, что a ^  0. Результат сформулируем в виде 
следующей теоремы.
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Теорема 1. Пусть i(t) -  число заявок на орбите в RQ-системы 
M/M/1/N — тогда для последовате^^тости ха
рактеристических функций выполняется равенство lim M  =
ejWK ̂  ̂ ще Ki является решением уравнения

dN -  1  

 ̂— 1 -К1 d(d — 1) I \jN dЦГ2   :------ 1 Ad ,d - ̂— 1
A +  Ki

(3)pro +  рГ2

Доказательство. Обозначим a =  е й  сделаем в системе (1), (2) 
замены: и =  ew, H„,{u) =  Fn(w ,e ) n =  0, N. В полученной систе
ме уравнений выполним предельный переход при е ^  0 и обозначим
Fn(w) =  lim Fn(w, е̂  ̂ ^^^ние системы в виде Fn(w) =£^0
ДnФ(w) +  O(e). После преобразований получим систему 

Ф'(w)
—ARo +  jRo Ф(w) +  (pro +  рг2 ) Ri =  0; (4)

Ф'(w) Ф'(w)
ARn-1 — jR n - 1 ^  -̂---(A +  pr0 +  pr2) Rn +  jR n ~ ,—T +Ф(w)
+  (pro +  pr2) Rn+1 =  0 

Ф'(w)

Ф(w)

ARn -1 — j’Rw-1 Ф(w)

n =  1, N  — 1; 

— (pro +  pr2) Rn

N

pr2 ^
n=1

Rn +  j
Ж1Г  ̂ N-1 ^ '(w ) ■N—
Ф(w) n=o

Rn +  ARn — 0.

Из системы (4) видно, что Ф'(w)/Ф(w^ ^^шгеит от w, тогда мож
но обозначить Ф'(w)/Ф(w) =  jK^ ^ ^шисатъ Ф(w  ̂  ̂ виде Ф(w) =  
exp jjw K 1}, что и утверждается в формулировке теоремы. Решая пер
вые N  +   ̂ с учетом условия 5^N=o Rn =  R полу
чим Rn =  dw+i _1) j a из последнего уравнения системы получим алгебра
ическое уравнение (3) для к 1. В общем случае алгебраическое уравнение 
^  имеет N  корней. Многочисленные численные эксперименты
показали, что среди корней только один действительный положитель
ный корень, который и будет значением К1. ■

Из теоремы 1 следует, что Fn(w) =  RnejKlW, n =  0, N, тогда асимп
тотическая характеристическая функция числа заявок на орбите имеет 
вид

N N
H (и) =  ^  Fn(w,e) «  ^  Fn(w) = e x p {jK 1w} =  e x ^  j  КО1 ̂  .

n=o n=o

0
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4. Асимптотика второго порядка
Основной результат анализа асимптотики второго порядка предста

вим в виде теоремы.
Теорема 2. Пусть i(t) -  число заявок на орбите в RQ-системы 

M/M/1/N — 1 с  обратными связями, тогда для последовательности ха
рактеристических функций выполняется равенство

lim M
0

где

К2

=  e x ^ ( jw ) 2K2

Ki (Rn -  1) -  (к1 +  Л) ffN +  рг2 до 
Rn -  1 +  (К1 +  Л) ^N -  РГ2 ф0

(5)

фп --_  (n-N)dn 1+(N-n+1)dn -(n+1)dn+ndn
(dN+l-1)2(^ro+Mr2) -,n  — 0,^^  ̂^^кц ии  до и

gN являются решением системы уравнении

-  (Л +  к1)до +  (дго +  рт2 )д 1 — -^r2R1;
(Л +  К1) gn-1 -  (Л +  цго +  ДГ2 +  К1) gn +  (дто +  ДГ2) gn+1 —
— K1Rn-1 -  рт2 Rn+1, n — 1,N  -  1;
(Л +  К1) gN-1 -  (дто +  дт2) gN — K1Rn -1 -  ЛRN.

Доказательство. В системе уравнений (1), (2) выполним за
мену Hn (u) — н П2) (u)ejUKl/^, n — 0, ^ е с ь  Hn2)(u) -  характери
стическая функция центрированной случайной величины i(t) -  ^ 1 /0 .
Затем обозначим о ^ замену u ew, Hn2)(u) F i2)(w,e),
n — 0, N. Решение полученной системы запишем в виде разложения 
F( 2 ')(w,e) — Ф2(w) (Rn +  jew fn) +  O(e2). После преобразований, анало
гичных проведенным при доказательства ^шремы 1, можно обозначить 
цфФ2(((ц|)) — - ^ ^адисать Ф2(w) — exp I (j'W) к 2|. Тогда после замены 
fn — C • Rn +  gn +  К2Фп, n — 0, N  получим (5). ■

Теорема 2 показывает, что асимптотическая функция числа заявок 
на орбите в RQ-системы M /М /1 /N  -  1 с  обратными связями является 
характеристической функцией гауссовской случайной величины с ма
тематическим ожиданием К1/^  ^ ^^шерсией К2 /0 .

Отметим, что результат теоремы 1 и 2 при N  — 1 и отсутствии 
буфера для ожидания согласуется с результатом, полученным в [4].

-1
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Заключение
В работе проведено исследование системы массового обслуживания 

M/M/1/N — 1 с  обратными связями и повторными вызовами. Показа
но, что асимптотическое распределение вероятностей числа заявок на 
орбите при условии растущего среднего времени ожидания на орбите 
является гауссовским с параметрами к\/а ш \Jк 2 /а. Получены уравне
ния для нахождения параметров распределения. Многочисленные чис
ленные эксперименты показали, что уравнения позволяют найти един
ственное положительное значение параметров распределения.
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