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Аннотация. Представлено новое точное решение системы уравнений Навье–Стокса, 

описывающее неоднородное сдвиговое течение Пуазейля в бесконечном горизон-

тальном слое. Система уравнений, характеризующая исследуемое движение жид-

кости, получается переопределенной после редукции уравнений Навье–Стокса  

и уравнения несжимаемости. Для разрешимости системы уравнений построено 

точное решение. Получено полиномиальное точное решение краевой задачи. Про-

веден анализ спектральных свойств поля скоростей. Показано, что в потоке имеет 

место существование застойных точек и зон с обратным течением, а также обла-

стей, где касательное напряжение меняет свой тип. 
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Abstract. The paper presents an investigation of the isothermal steady flow of a viscous 

incompressible fluid in an extended flat layer using hydrodynamic equations. The solu-
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tion to the overdetermined system of equations is found in a class of velocities that are 

linear in regards to coordinates.  

The bottom of the layer under consideration is limited by a stationary solid hydrophilic 

surface. At the upper boundary of the layer, the pressure field, which is inhomogeneous 

in both horizontal coordinates, and the velocity field are specified. These boundary con-

ditions allow one to generalize the classical Poiseuille flow.  

The exact solution, satisfying the set boundary value problem, is described by a series of 

polynomials of different orders. The highest (fifth) degree of the polynomials corre-

sponds to a homogeneous component of the horizontal velocity. Here, the pressure field 

depends only on the horizontal coordinates; the dependence is linear. The detailed analy-

sis of the velocity field is carried out. The obtained results confirm that the determined 

exact solution can describe multiple stratification of the velocity field and the corre-

sponding field of tangent stresses. 

The analysis of spectral properties of the velocity field is performed for a general case 

without specifying the values of physical constants that unambiguously identify the studied 

fluid. Therefore, the presented results are applicable to viscous fluids of various nature. 

Keywords: vertically swirling fluid, isothermal flow, inhomogeneous Poiseuille flow, 

exact solution, Navier-Stokes equations, countercurrent, stagnation point 
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Введение 
 

Движение жидкости, индуцируемое градиентом (изменением) давления на гра-

ницах слоя, впервые было описано практически одновременно Хагеном и Пуа-

зейлем [1–3]. В литературе, посвященной гидродинамике и ее приложениям, нет 

единства по терминологии названия такого движения жидкости [4]. Выводы Пуа-

зейля о пропорциональности расхода жидкости четвертой степени радиуса (диа-

метра) трубы основывались на более тщательно разработанной методике и широте 

эксперимента, на точности наблюдений [4]. Термин «течение жидкости Хагена–

Пуазейля» используется в основном в гемодинамике человека и животных [5, 6].  

Точное решение Пуазейля является отправной точкой для описания ламинар-

ного движения в трубах произвольного поперечного сечения [7–9]. Оно широко 

используется в задачах гидродинамической устойчивости для объяснения воз-

никновения турбулентности при высоких значениях числа Рейнольдса [10–17]. 

Аналогичные исследования справедливы при изучении движений проводящих 

жидкостей и сред с неньютоновской реологией [18, 19]. Кроме того, использова-

ние профиля Пуазейля необходимо при моделировании течений жидкости в гео-

физической гидродинамике. Вращение жидкости и наличие градиента давления 

приводят к неожиданным эффектам при крупномасштабных течениях [20, 21].  

Отдельно отметим, что именно точное решение Пуазейля фактически породи-

ло семейство точных решений Остроумова–Бириха для описания конвективных 

потоков в точной постановке [22, 23]. В настоящее время точное решение Остро-

умова–Бириха, примененное для описания однонаправленных потоков, использу-

ется для двумерных и трехмерных течений [20, 24–35].  

В последнее время начат цикл исследований переопределенных систем урав-

нений в частных производных, которые получены после редукций уравнений 
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Навье–Стокса для несжимаемых жидкостей, движущихся в различных силовых 

полях [36–38]. Особый интерес представляют изобарические пространственно 

неоднородные течения жидкости типа Куэтта [39, 40]. В статьях [36–38, 40] были 

получены нетривиальные точные решения переопределенной системы уравнений 

Навье–Стокса и изучены их свойства. Показано, что точными решениями раз-

мерности «два с половиной» (две компоненты вектора скорости зависят от трех 

координат) можно осуществлять моделирование течений в экваториальной зоне 

Мирового океана. Учет градиентов давления при заданном трении (касательных 

напряжениях) на границе атмосферы и океана позволил исследовать противоте-

чения в жидкости, вызванные вторичными градиентными потоками [41]. В данной 

статье предлагается восполнить пробел и исследовать неоднородные течения Пуа-

зейля, используя классические граничные условия (течение Куэтта–Пуазейля). 

 

Постановка задачи 

 

Изотермическое установившееся течение (вертикальная компонента вектора 

скорости полагается тождественно равной нулю) вязкой несжимаемой жидкости 

описывается следующей системой уравнений [36–40]: 
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В системе (1), состоящей из уравнений переноса момента импульса и уравне-

ния несжимаемости, введены обозначения: Vx, Vy – компоненты скорости, парал-

лельные соответственно горизонтальным осям Ox, Oy введенной декартовой си-

стемы координат; P = P(x, y, z) – давление, отнесенное к постоянной плотности 

жидкости ρ; ν – коэффициент кинематической вязкости. Система уравнений (1) 

является квадратично нелинейной. Она описывает слоистые и сдвиговые течения 

вязкой несжимаемой жидкости в приближении гидростатики, поскольку в силу 

допущения о сдвиговом характере течения конвективная производная и лапласиан 

в третьем уравнении системы Навье–Стокса тождественно равны нулю [42, 43]. 

Напомним, что изобарические течения были изучены в [34, 35, 40, 44, 45], и там 

же были описаны механизмы генерации и эволюции противотечений в бесконеч-

ном горизонтальном слое жидкости. 

Будем искать точное решение системы (1) в следующем виде [31–33]:  

    xV u z a z y  ,  yV v z , 0 1 2P P S x S y   . (2) 

Структура точного решения для давления определяется простейшим дифферен-

циальным уравнением в частных производных 0
P

z





. Горизонтальные градиен-

ты 1S , 2S  и фоновое 0P  являются постоянными значениями по толщине слоя и 

определяются граничными условиями. Неоднородное поле скоростей (2) порож-

дает неоднородное поле касательных напряжений: 
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Здесь η – коэффициент динамической вязкости, а штрихом обозначена производ-

ная по переменной z.   

Подставляя выражения (2) для гидродинамических полей в систему (1), полу-

чим систему обыкновенных дифференциальных уравнений для нахождения  

неизвестных функций u, a, v, P: 

 0a  , 
2v P   , 

1u P va   , 
0 0P '  .  (3) 

Система (3) состоит из обыкновенных линейных дифференциальных уравнений  

и имеет девятый порядок. Она является замкнутой (число уравнений совпадает  

с числом определяемых функций) и наследует нелинейные свойства систе-

мы (1). Кроме того, уравнения (3) преимущественно являются однородными и 

изолированными, исключение составляет только уравнение для нахождения 

скорости u.  

Общее решение системы (3) получается последовательным интегрированием 

уравнений, которое определяется набором полиномиальных функций: 

3 4a c z c  , 
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В решении (4) наибольшая степень (пятая) приведенных полиномов отвечает 

выражению для скорости u. Также заметим, что коэффициенты представления (2) 

для поля давления, согласно общему решению (4), оказались постоянными.  

Это означает, что распределение поля давления P во всей области течения вяз-

кой жидкости можно считать известным из краевого условия для давления.  

Линии уровня давления представляют набор вертикальных плоскостей, пересе-

кающих горизонтальную плоскость по прямым вида P1x + P2y = const. По этой 

причине больший интерес вызывают характеристики распределения поля ско-

рости. 

Решение (4) системы дифференциальных уравнений (1) содержит ряд посто-

янных интегрирования, значения которых необходимо определить из краевых 

условий. Рассмотрим далее течение жидкости в горизонтальном бесконечно про-

тяженном слое заданной толщины h, нижней границе которого соответствует 

значение z = 0 вертикальной координаты. Будем полагать, что на границе z = 0 

выполняется условие прилипания, которое ввиду структуры решения (2) равно-

сильно условиям 

   0 0 0u v  ,  0 0a  . 

Кроме того, будем считать известным распределение полей скорости и давления 

на верхней границе z = h. Эти условия, согласно выражениям (2), можно предста-

вить в следующем виде [39, 40, 45]:  

  cosu h W  ,   Ωa h  ,   sinv h W  , 

 0P h S ,  1 1P h S ,  2 2P h S . 
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Здесь W – значение скорости на поверхности жидкости, φ – угол, характеризую-

щий направление этой скорости [30, 39, 45]. Приведенные граничные условия 

записаны в приближении «твердой» крышки [5, 39, 42, 45]. Это означает, что 

верхняя граница слоя не деформируется, т.е. является плоской. В этом случае, 

поскольку рассматривается изобарическое течение, кинематическое и динамиче-

ское условия для свободной границы выполняются автоматически [5, 39, 40, 42, 

43, 45]. Такой подход позволяет исследовать крупномасштабные ветровые течения, 

отфильтровывая при этом возможность описания волн на межфазной границе. 

Такой подход хорошо себя зарекомендовал, поэтому используется в статье.  

К тому же классическое точное решение Пуазейля было получено для известной 

границы, поэтому для сравнения результатов решено было не вводить в рассмот-

рение деформацию свободной поверхности. 

 

Краевая задача 

 

Решение (4) с учетом сформулированных краевых условий принимает вид: 

      
4 2 2

4 3 31 2

2

sin
3 5 2 1 1 cos

120 2 12

h S h S h W
Z Z Z Z Z Wu 
   

        
   

, (5) 

  
2

1sin 1
2

S h
v Z W Z

 
    

 
, (6) 

 a Z , (7) 

 1 2P S S x S y   .    (8) 

Здесь Z = z/h – безразмерная вертикальная координата, принимающая значения  

в интервале [0, 1]. 

Решение (5)–(7) для поля скорости является полиномиальным, оно определя-

ется суперпозицией нескольких потоков, индуцированных различными физиче-

скими причинами. Прежде всего это движение ветра на верхней границе слоя  

и неоднородное распределение давления на этой границе. Выражение (6) для 

скорости v описывает классическое течение Куэтта–Пуазейля. На формирование 

свойств скорости (5), помимо потоков, вызванных горизонтальным перепадом 

давления и движением верхней границы слоя, влияет еще наличие ненулевой 

вертикальной завихренности на этой поверхности. Таким образом, полученное 

решение обобщает классическое решение Пуазейля [2, 3] на случай неоднород-

ных течений вертикально завихренных жидкостей.  

Отметим, что если горизонтальные перепады давления S1 и S2 положить рав-

ными нулю, то решение (5)–(8) примет более простой вид: 

 2 3sin 1 12 cos
12

x

WZ
V Z Zh        

 



,  

sinyV W Z  ,  constP S  . 

Это точное решение, описывающее неоднородное течение Куэтта, было найдено 

и исследовано в статье [40]. Скорость Vy не допускает возникновения противоте-

чений вдоль оси Oy. Ввиду этих обстоятельств интерес представляет исследование 

влияния неоднородных членов в представлении поля давления (влияния коэффи-

циентов S1 и S2) на свойства течения (5)–(7). 
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Анализ поля скорости 

 

Точное решение (6) определяется квадратичной зависимостью от вертикаль-

ной координаты Z. При этом один из нулей рассматриваемого полинома (6) вы-

делен явно – это Z = 0. Линейная функция, стоящая в скобках в (6), может обра-

щаться в нуль внутри рассматриваемого слоя не более одного раза. Достаточным 

условием для этого является выполнение неравенства: 

   
2

10 1 sin sin 0
2

S h
v v W W

 
    

 
. 

Далее проанализируем поведение скорости Vx = u + ay. Для удобства предста-

вим решение (5), (7) в следующем виде: 

  4 3

x yV Z mZ kZ nZ d    .  (9) 

В выражении (9) для краткости введены обозначения: 

yd d y  , 

 4 2 2 2

1 22

1
2 60 10 sin 120 cos

120
d h S h S h W W         


, 

 
2

2

12
2 sin

24

h
k W h S


  


, 

4

1

240

h S
m





, 

2

2

2

h S
n 


. 

Слагаемое dy = d + Ωy является постоянным в конкретном сечении, определяемом 

координатой y, и меняется только при переходе к другому сечению (при измене-

нии y).  

Рассмотрим сначала случай, когда коэффициент dy = 0. Решение (9) тогда 

принимает вид: 

  2 3 2

xV Z mZ kZ n   . (10) 

Заметим, что при m = k = n = 0 решение (10) вырождается в тривиальное (Vx = 0). 

При этом случаи, где m = k = 0, m = n = 0, k = n = 0, также не представляют инте-

реса, так как при указанных комбинациях значений параметров скорость Vx будет 

иметь вид Vx = CZq (где q = 2, 4 или 5 соответственно), и единственной нулевой 

точкой скорости Vx будет точка Z = 0. Поэтому остаются два альтернативных ва-

рианта: только один из коэффициентов m, k, n равен нулю и ни один из коэффи-

циентов m, k, n не равен нулю. Начнем анализ с первого варианта. 

Если в решении (10) только один из коэффициентов m, k, n принимает нуле-

вое значение, то полином 3 2f mZ kZ n   , стоящий в круглых скобках в (10), 

определяется одним из следующих выражений: 

f |m = 0 = kZ2 + n,   f |k = 0 = mZ3 + n,   f |n = 0 = mZ3 + kZ2.  

В случаях m = 0 и k = 0 производные этих функций соответственно равны 

f '|m = 0 = 2kZ  и  f '|k = 0 = 3mZ2.  

Очевидно, указанные производные на интервале (0, 1) в нуль не обращаются,  

а значит, функции f |m = 0 и f |k = 0 являются монотонными. Следовательно, скорость 

Vx при m = 0 и k = 0 имеет не более одного нуля (рис. 1). В случае же n = 0 ско-

рость Vx (10) можно преобразовать к виду: 

 4

0x n
V Z mZ k


  , 
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из которого следует, что у скорости Vx также не может быть более одной нулевой 

точки на исследуемом интервале (0, 1) (см. рис. 1). Причем указанная точка име-

ет место только при выполнении неравенства k (m + k) < 0. 
 

 

Рис. 1. Профиль скорости Vx при dy = 0,  =1.412∙102 м2/с,  = /3, h = 100 м, W = 2 м/с 

(кривая 1 – случай n = 0 (S1 = 0, S2 = 0.0815219 кг/(м2с2),  = 0.293479 с–1), 

кривая 2 – случай k = 0 (S1 = 0.0815219 кг/(м2с2), S2 = 0,  = 0.293479 с–1), 

кривая 3 – случай m = 0 (S1 = 0, S2 = –0.02824 кг/(м2с2),  = 0.195652 с–1)) 

Fig. 1. Profile of velocity Vx at dy = 0, =1.412∙102 m2/s, =/3, h = 100 m, W = 2 m/s 

(1, the case of n = 0 (S1 = 0, S2 = 0.0815219 kg/(m2s2),  = 0.293479 s–1); 

2, the case of k = 0 (S1 = 0.0815219 kg/(m2s2), S2 = 0,  = 0.293479 s–1); and 

3, the case of m = 0 (S1 = 0, S2 = –0.02824 kg/(m2s2),  = 0.195652 s–1)) 
 

В случае, когда все коэффициенты в выражении (10) отличны от нуля, ско-

рость Vx, согласно [46], принимает нулевое значение внутри слоя не более двух 

раз (рис. 2). Необходимым условием для этого является выполнение неравенства 

n (m + n + k) > 0,  

означающего, что полином f, входящий в (10), принимает на концах интервала (0, 1) 

значения одного знака. 

В общем же случае (dy ≠ 0) скорость Vx, определяемая точным решением (6), 

может иметь на одну нулевую точку больше [46]. Появление дополнительной 

нулевой точки обосновывается учетом дополнительного потока, определяемого 

коэффициентом dy. Профиль скорости (9) с максимальным числом нулевых точек 

приведен на рис. 3. 

Отметим, что удельная кинетическая энергия 

 2 2

2
k x yE V V


   

принимает нулевое значение только при одновременном обращении в нуль обеих 

(ненулевых) компонент вектора скорости. Выше было показано, что скорость Vy 

может обращаться в нуль внутри рассматриваемого горизонтального слоя не бо-

лее одного раза. Это означает, что энергия Ek может иметь не более одной нуле-

вой точки внутри слоя (рис. 4). 

1 
2 

3 
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Рис. 2. Профиль скорости Vx при dy = 0 и m, k, n ≠ 0 

( = 1.412∙102 м2/с,  = /3, h = 100 м, W = –0.5 м/с, S1 = –0.0305707 кг/(м2с2),  

S2 = –0.00706 кг/(м2с2),  = 0.52174 с–1) 

Fig. 2. Profile of velocity Vx at dy = 0 and m, k, n ≠ 0 

( = 1.412∙102 m2/s,  = /3, h = 100 m, W = –0.5 m/s, S1 = –0.0305707 kg/(m2s2),  

S2 = –0.00706 kg/(m2s2),  = 0.52174 s–1) 

 

 

Рис. 3. Профиль скорости Vx в общем случае 

( = 1.412∙102 м2/с,  = /3, h = 100 м, W = 1.6 м/с, S1 = 0.0978262 кг/(м2с2),  

S2 = 0.02824 кг/(м2с2),  = 0.815219 с–1) 

Fig. 3. Profile of velocity Vx in a general case 

(=1.412∙102 m2/s,  = /3, h = 100 m, W = 1.6 m/s, S1 = 0.0978262 kg/(m2s2),  

S2 = 0.02824 kg/(m2s2),  = 0.815219 s–1) 
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Рис. 4. Профиль кинетической энергии Ek 

Fig. 4. Profile of kinetic energy Ek 

 

Профиль, представленный на рис. 4, иллюстрирует наличие одной нулевой 

точки внутри рассматриваемого слоя, а также немонотонный характер энергии Ek. 

Последнее объясняется сложной нелинейной зависимостью скорости Vx от верти-

кальной координаты Z. 

Распределение линий тока для значений, отвечающих приведенному профилю 

удельной кинетической энергии Ek, представлено на рис. 5. 
 

 

Рис. 5. Линии тока при Ω = 0 

Fig. 5. Streamlines at Ω = 0 
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Рис. 6. Линии тока при разных значениях параметра Ω ≠ 0 

Fig. 6. Streamlines at different values of parameter Ω ≠ 0 
 

Отметим, что для сечения y = 0 вклад неоднородного слагаемого ay в структу-

ру скорости Vx будет нулевой. Учет неоднородного слагаемого ay (т.е. выбор се-

чения y ≠ 0) приводит к усложнению топологии поля скорости, что хорошо видно 

на рис. 6. 
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Анализ поля касательных напряжений 

 

Аналогично исследованию для поля скорости проанализируем свойства каса-

тельных напряжений 

  4 35 4 2x x xz
xz y

V V VV
mZ kZ nZ d

z x z h Z h

     
           

    
, (11) 

  2
y y yz

yz

V V VV
  bZ c

z y z h Z h

     
         

    
. (12) 

Структура выражения (12) позволяет сделать вывод о том, что внутри слоя рас-

сматриваемой жидкости может существовать только одна точка стратификации. 

В этой точке касательное напряжение τxz меняет свой тип с растягивающего  

на сжимающее или наоборот. 

Касательное напряжение τxz (11) определяется линейной комбинацией моно-

тонных функций Z4, Z3, Z и dy. Согласно [46], такая комбинация (как функция) 

может принимать нулевое значение не более трех раз (рис. 7).  

 

 

Рис. 7. Профиль касательного напряжения τxz в общем случае 

( = 144.179 кгс/м,  = /3, h = 100 м, W = 1.24845 м/с, S1 = 0.0763317 кг/(м2с2),  

S2 = 0.0195867 кг/(м2с2),  = 0.434783 с–1) 

Fig. 7. Profile of tangential stress τxz in a general case 

( = 144.179 kgs/m,  = /3, h = 100 m, W = 1.24845 m/s, S1 = 0.0763317 kg/(m2s2),  

S2 = 0.0195867 kg/(m2s2),  = 0.434783 s–1) 

 

Наличие трех нулевых точек у напряжения τxz говорит о возможности  

решения (5), (7) описывать множественную стратификацию. В данном случае  

речь идет о возможности расслоения поля τxz на четыре зоны, при пересечении 

границ которых напряжение τxz меняет знак (или, что то же самое, меняет  

тип). 
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Заключение 

 

Получено аналитическое решение краевой задачи, описывающей неоднород-

ное течение Пуазейля вертикально завихренной жидкости в горизонтальном слое 

при учете ветрового воздействия на одной из его границ. Исследовано возможное 

поведение поля скорости течения в зависимости от задаваемых на верхней гра-

нице характеристик ветра. Показано, что в слое жидкости могут возникать обла-

сти с обратным течением, причем в рассматриваемом слое в некоторых случаях 

течение может сменить направление до трех раз. Соответственно, в жидкости 

могут существовать точки стратификации, делящие рассматриваемый слой на 

подслои, в которых касательное напряжение меняет свой тип – с растягивающего 

на сжимающее или наоборот. Показано, что число этих областей меняется  

в зависимости от значений параметров краевой задачи (граничного управления). 

Кинетическая энергия внутри рассматриваемого слоя однократно принимает ну-

левое значение и имеет немонотонный характер, что объясняется структурой  

построенного решения для поля скорости и его сложной зависимостью от верти-

кальной координаты.  
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