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Введение 

Значительный интерес для исследователей представляет изучение рассеяния элек-
тромагнитных волн на структурах, состоящих как из идеально проводящих, так и ди-
электрических тонких цилиндров конечной длины. Этот интерес обусловлен необхо-
димостью решения таких практически важных проблем, как проблемы радиолокацион-
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ной заметности, идентификации объектов, оценки рассеяния диэлектрическими или 
металлическими цилиндрическими деталями различных геометрически сложных тел и 
др. 

Под тонким цилиндром обычно понимается цилиндрическое тело, чаще кругового 
сечения, поперечные размеры которого много меньше его длины и длины падающей 
волны. В [1] предложен численный метод решения задачи электромагнитного рассея-
ния на структурах, состоящих из одного тонкого диэлектрического цилиндра и одного 
тонкого идеально проводящего цилиндра. В [2,3] этот метод применен к анализу рассе-
яния электромагнитной волны на структурах, состоящих из параллельных идеально 
проводящего и диэлектрического цилиндров, а в [4,5] — к анализу рассеяния электро-
магнитной волны на структуре, состоящей из ортогональных цилиндров. 

Данная работа продолжает цикл работ авторов, посвященных электромагнитному 
рассеянию на структурах, состоящих из одного тонкого диэлектрического цилиндра и 
одного идеально проводящего цилиндра. В ней рассмотрено рассеяние на структуре, в 
которой осевые линии цилиндров лежат на одной прямой линии (структуре из соосных 
цилиндров). 

1. Постановка задачи и ее решение 

Рассматриваемая структура в декартовой системе координат Oxyz показана на 
рис. 1. 
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Рис. 1. Геометрия задачи 
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Осевые линии цилиндров ориентированы вдоль оси z, центр O системы координат рас-
положен посередине осевой линии диэлектрического цилиндра. Диэлектрический ци-
линдр имеет длину ld, радиус rd и характеризуется электродинамическими параметрами 

εi,μi. Идеально проводящий цилиндр имеет длину lp и радиус rp. Для цилиндров выпол-
няются условия тонкого цилиндра: 2 dr   , 

d dr l ; 2 pr   , 
p pr l , где λ – длина 

падающей волны. Структура размещена в однородной среде De с электродинамически-
ми параметрами εe,μe  и возбуждается стационарным полем  0 0,E H  (зависимость от 

времени выбрана в виде i t
e
  . Требуется найти рассеянное поле  ,e eE H  в среде De. 

Кроме поля  ,e eE H  в De внутри диэлектрического цилиндра существует поле 

 ,i iE H . Поля  ,e eE H  и  ,i iE H  должны удовлетворять уравнениям Максвелла 

 rot e e eE i H  , rot e e eH i E    в De, (1) 

 rot i i iE i H  , rot i i iH i E    в Di, (2) 

граничным условиям 
 

   0, ,i i e in E E n E        ,   0, ,i i e in H H n H         (3) 

на поверхности Sd диэлектрического цилиндра и граничным условиям 

 0, ,en E n E         (4) 

на поверхности Sp идеально проводящего цилиндра. 
Кроме того, поле  ,e eE H  в De должно удовлетворять условиям излучения 

  1,e e e eE R R H O R
      ,  1,e e e eH R R E O R

      , R . (5) 

В выражениях (3)–(5) 
in  – единичный вектор нормали к поверхности Sd диэлек-

трического цилиндра; n  – единичный вектор нормали к поверхности Sp идеально про-
водящего цилиндра; 2 2 2

R x y z   ; ,a b    – векторное произведение. Отметим, что 

при записи граничных условий (3)–(4) учтено, что поле во внешней среде De представ-
лено в виде суммы рассеянного ,e eE H  и возбуждающего 0 0,E H  полей. 

Метод решения задач электромагнитного рассеяния на структурах, содержащих 
один тонкий диэлектрический и один тонкий идеально проводящий цилиндр, предло-
жен и подробно описан в работах [1,3]. Основные идеи этого метода следующие. Поле 
{ , }e eE H  во внешней среде De представлено в виде суммы полей неизвестных вспомо-

гательных токов, непрерывно распределенных вдоль осей цилиндров. Поле  ,i iE H  

внутри диэлектрического цилиндра представлено в виде суммы полей пар элементар-
ных электрических диполей с неизвестными дипольными моментами, дискретным об-
разом расположенных на вспомогательной поверхности, которая охватывает диэлек-
трический цилиндр и также имеет форму цилиндра. Такие представления для полей 
удовлетворяют уравнениям Максвелла (1)–(2) и условиям излучения (5). Для того, что-
бы удовлетворить граничным условиям (3)–(4), необходимо соответствующим образом 
выбрать неизвестные распределения осевых токов и дипольные моменты. 

Для этого первоначально осевая линия диэлектрического цилиндра разбивается на 
Nd одинаковых участков, а осевая линия идеально проводящего цилиндра – на Np 

участков, в пределах которых величины вспомогательных токов можно считать посто-
янными; на рис. 1 это отрезки  1,i iz z   и , 1 ,,p i p iz z    , соответственно. Токи на этих 
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участках ,

e

d i
J , ,

m

d i
J  и ,

e

p i
J  называются «элементами токов». Далее путем поточечного 

удовлетворения граничным условиям (3)-(4) в точках jd на поверхности Sd диэлектриче-
ского цилиндра и в точках jp на поверхности Sp идеально проводящего цилиндра полу-
чают систему линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных эле-
ментов токов и дипольных моментов. После решения этой системы необходимые ком-
поненты рассеянного поля получаются с использованием представления для поля 
 ,e eE H  во внешней среде De. 

С учетом специфики рассматриваемой задачи этим методом получены следующие 
выражения для компонент рассеянного поля в дальней зоне в сферической системе ко-
ординат: 

 

 

 

2

, ,

2

, ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

e

e

ik R

e
e e

e

ik R

e
e e

e

e
E M H M D O R

R

e
E M H M D O R

R


  


  


   




    



 (6) 

Компоненты диаграммы рассеяния ( )D   и ( )D   определяются выражениями 

 

,

1 , 1

1

coscos

, ,

1 1

cos

,

1

( ) sin ,
4

( ) sin .
4

p ii pd

e pe

i p i

id

e

i

zz NN
ik zik ze ee

d i p i p

i iz z

zN
ik zme

d i

i z

i
D J e dz J e dz

ik
D J e dz

 




  


  


 


 

       
  

  


  

 
 (7) 

В выражениях (7) угол θ отсчитывается от положительного направления оси z; элемен-
ты токов ,

e

d i
J , ,

m

d i
J  ( 1, di N ), ,

e

p i
J  ( 1, pi N ), являющиеся кусочно-постоянной аппрок-

симацией осевых токов цилиндров (рис. 1), находятся из системы линейных алгебраи-
ческих уравнений 

 
   0 0

, 0,

, , , , , , 1, ,

, 1, ,

d d d d d d d d d d

p p

j j j j j j j j j j

i i e i i i e i d d

j j

e z z p p

n E E n E n H H n H j L

E E j L

                

  
, (8) 

где jd – точки коллокации на поверхности Sd диэлектрического цилиндра, их количество 
равно Ld; jp– точки коллокации на поверхности Sp идеально проводящего цилиндра, их 
количество равно Lp; dj

in  – единичный вектор нормали в точках коллокации jd; 

,d dj j

e eE H , ,d dj j

i iE H  и 0 0,d dj j
E H  – компоненты внешнего, внутреннего и возбуждающего 

полей в этих же точках; , 0,,p pj j

e z z
E E  – ориентированные вдоль оси z составляющие рассе-

янного и возбуждающего полей в точках коллокации jp на поверхности идеально про-
водящего цилиндра. Для вычисления компонент векторов ,d dj j

e eE H , ,d dj j

i iE H , а также 

компоненты ,
pj

e z
E  использованы выражения (6) и (7) работы [1]. 

2. Численные результаты 

Изложенные выше соотношения реализованы в виде программы для расчета ком-
понент рассеянного поля. Входными величинами программы являются геометрические 
параметры структуры: длины цилиндров ld и lp, радиусы цилиндров rd и rp, относитель-
ные диэлектрическая и магнитная проницаемости диэлектрического цилиндра 

i i e
     и 

i i e
   , расстояние между цилиндрами Δz, а также параметры метода: 

числа разбиений осевых линий цилиндров Nd и Np, количества точек коллокации Ld и Lp 

на поверхностях цилиндров и др. Подробная схема основных блоков программы пред-
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ставлена в [4]. Программа была использована для определения области применимости 
метода, а также для исследования зависимости сечений обратного рассеяния структуры 
от угла падения плоской волны при различных значениях относительной диэлектриче-
ской проницаемости диэлектрического цилиндра. 

Рис. 2 иллюстрирует область применимости метода. По оси абсцисс отложены зна-
чения радиусов цилиндров 

e d e p ek r k r k r  , по оси ординат – относительные (по отно-
шению к возбуждающему полю) значения невязки граничных условий (выражение (8) 

в [2]). Кривая 1 относится к случаю, когда относительная диэлектрическая проницае-
мость 

i
  диэлектрического цилиндра равна 4, а кривая 2 – к случаю, когда она равна 

20. При получении этих результатов длины цилиндров ld и lp выбраны равными 0.75λ, а 
расстояние Δzмежду цилиндрами выбрано равным 0.48λ, где λ –длина волны возбуж-
дающего поля; числа разбиений осевых токов Nd и Np выбраны одинаковыми и равны-
ми 30; количества точек коллокации на каждой из поверхностей цилиндров выбраны 
равными 120: 120d pL L  . 

 

Рис. 2. Зависимость нормы невязки граничных условий от радиусов цилиндров при различных значениях относи-
тельной диэлектрической проницаемости цилиндра. Кривая 1 – при 4i

  , кривая 2 – при 20i
  . 

Как показывают кривые, приведенные на рис. 2, область применимости метода 
сужается с ростом величины относительной диэлектрической проницаемости диэлек-
трического цилиндра. Этот результат совпадает с аналогичным результатом, получен-
ным для параллельных цилиндров (см. рис. 5 в [2]). Из сравнения результатов, пред-
ставленных на рис. 5 в [2], и результатов, представленных на рис. 2, следует, что в ши-
роком диапазоне значений 

i
  диэлектрического цилиндра предложенный нами в [1,3] 

метод решения задач электромагнитного рассеяния на структурах, состоящих из одного 
тонкого диэлектрического цилиндра и одного тонкого идеально проводящего цилиндра 
уверенно можно применять, если радиусы цилиндров , 0.1e d e pk r k r  . 

На рис. 3 показаны полученные в результате выполненных расчетов зависимости 
сечений обратного рассеяния исследуемой структуры от угла ψ падения плоской волны 
при различных значениях относительной диэлектрической проницаемости диэлектри-
ческого цилиндра. Предполагается, что плоская волна падает на структуру таким обра-
зом, что векторы 

ek  и 0E  лежат в плоскости xz, угол ψ – это угол между направлением 

падения волны, характеризуемым волновым вектором 
ek , и осью z. Угол ψ отложен по 

оси абсцисс, а по оси ординат отложено сечение обратного рассеяния, нормированное 
на квадрат длин волны. Кривая 1 относится к случаю, когда относительная диэлектри-
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ческая проницаемость диэлектрического цилиндра 
i
  равна 4, кривая 2 – к случаю, ко-

гда она равна 10, и кривая 3 – к случаю, когда 20i
  . Во всех случаях предполагалось, 

что безразмерные длины цилиндров keld и kelp  равны 4.71, радиусы kerd и kerp равны 0.1, 
а расстояние между цилиндрами 3ek z  . Числа разбиений осевых линий цилиндров 
выбраны равными 30, а числа точек коллокаций на поверхности каждого из цилиндров 
– 120. 

Приведенные на рис. 3 кривые показывают, что значения сечений обратного рассе-
яния (при одном и том же значении угла ψ) существенно зависят от значения относи-
тельной диэлектрической проницаемости 

i
  диэлектрического цилиндра. Эта зависи-

мость, вообще говоря, имеет сложный характер, но интересно отметить, что при углах 
падения ψ, больших 100°, просматривается тенденция увеличения сечения обратного 
рассеяния с ростом значения относительной диэлектрической проницаемости 

i
  ди-

электрического цилиндра. 

 

Рис. 3. Зависимости сечений обратного рассеяния от угла ψ падения плоской волны. Кривая 1 соответствует 
4i

  , кривая 2 – 10i
  , кривая 3 – 20i

  . 

Заключение 

Таким образом, в данной работе представлены результаты исследования электро-
магнитного рассеяния на тонких соосных идеально проводящем и диэлектрическом 
цилиндрах. Кратко описан метод решения поставленной задачи. Определена область 
применимости этого метода. Для одной из конкретных структур исследована зависимо-
сти сечений рассеяния от угла падения плоской волны при различных значениях отно-
сительной диэлектрической проницаемости диэлектрического цилиндра. 
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В ОБОБЩЁННОМ MAP-ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 
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Введение 

В настоящее время математические модели теории массового обслуживания 
(ТМО) широко используются для описания и анализа реальных физических, техниче-
ских и иных процессов и систем. Интенсивное развитие компьютерных технологий и 
информационных сетей связи послужило толчком к формированию и развитию ключе-
вых сфер приложений аппарата ТМО: телекоммуникационных, вычислительно-

информационных, компьютерных, спутниковых сетей связи и т.п. Так, если рассмот-
реть входящий поток событий реальных систем, то можно выявить, что характеризую-
щая их интенсивность подвержена случайным изменениям, моменты времени реги-
страции событий, в большинстве, носят случайный характер. Данные факторы стано-
вятся причиной рассмотрения в качестве математических моделей информационных 
потоков сообщений в реальных сетях и системах дважды стохастических потоков со-
бытий [1], которые подразделяются на два класса: 1) интенсивность потоков есть не-
прерывный случайный процесс [2,3]; 2) интенсивность потоков есть кусочно-

постоянный случайный процесс с конечным числом состояний [4–6]. Отметим, что к 
потокам второго класса относится обобщѐнный МАР-поток событий с произвольным 
(конечным) числом состояний, который представляет собой адекватную математиче-
скую модель реальных потоков случайных событий. 

В данной работе осуществляется исследование обобщѐнного МАР-потока событий 
с произвольным числом состояний при его полной наблюдаемости. Находится явный 
вид плотности вероятности [7–9] длительности интервала между моментами наступле-
ния соседних событий. Данная статья является непосредственным развитием работ [10–
13]. 

1. Постановка задачи 

Исследуется обобщѐнный MAP-поток событий с произвольным числом состояний 
(далее – поток), функционирующий в установившемся режиме (время функционирова-
ния потока стремится к бесконечности). Сопровождающий случайный процесс λ(t) изу-
чаемого потока представляет собой кусочно-постоянный принципиально ненаблюдае-
мый случайный процесс с n состояниями: S1,S2,...,Sn. Полагается, что при   it    име-

ет место i-е состояние (Si), 1,i n  процесса λ(t). При этом 1 2 ... 0n       . Наблю-
даемыми являются моменты времени наступления событий потока t1,t2,... . 


