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УСЛОВИЯ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ВХОДНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ОДНОГО 

КЛАССА ДВОИЧНЫХ 4D-НЕЛИНЕЙНЫХ МОДУЛЯРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 

Приводится понятие ортогональной входной последовательности для двоичных 4D-модулярных динамиче-

ских систем, заданных в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры. Доказываются необходимые и до-

статочные условия ортогональности в совокупности входных последовательностей и необходимые и доста-

точные условия собственной ортогональности каждой входной последовательности. Предлагается методика 

построения ортогональной входной последовательности на базе коротких вспомогательных ортогональных 

последовательностей. Приводятся достаточные условия ортогональности вспомогательных последовательно-

стей и формулы их определения. 

Ключевые слова: 4D-нелинейные модулярные динамические системы; ортогональныe входные последова-

тельности; условия ортогональности. 

 

Модулярные динамические системы (МДС), или последовательностные машины, являются од-

ним из важных классов дискретных динамических систем [1–4]. Они находят широкое применение  

в различных областях науки и техники [1, 3–8]. Исследованы различные задачи теории и приложений 

одно- и многопараметрических МДС (nD-МДС) [8–15]. К ним относится и задача синтеза МДС. Для 

нахождения наилучшего решения задачи синтеза МДС используется метод, основанный на примене-

нии ортогональных входных последовательностей. Ортогональные входные последовательности 

строятся с учетом особенности конкретных классов МДС. В работах [3, 4, 16–18] в случаях 

{1,2,3}n  для некоторых нелинейных МДС (nD-НМДС) найдены соответствующие условия ортого-

нальности входной последовательности и разработаны алгоритмы их построения. Одним из классов 

nD-НМДС является 4D-НMДC [19], который имеет более общую структуру, чем nD-НMДC, 

{1,2,3}n . В работе [20] рассмотрен вопрос нахождения наилучшего решения задачи синтеза, и для 

решения этой задачи отмечена необходимость нахождения условий ортогональности для входных 

последовательностей 4D-НMДC. А в данной работе рассматривается вопрос вывода условий ортого-

нальности входных последовательностей двоичных 4D-НMДC. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим двоичную 4D-НМДС с фиксированной памятью 0n , ограниченной связью 

321 PPPP  , степенью S , описываемую в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры [20]: 

 
, ,

, ,

, , ,

1 2 3 ,

1 1 ( , , )

, , , 1 1 2 2 3 3

( , , ) 1

[ , , , ] [ , , , ]

[ ( , , , ), ( ), ( ), ( )], (2).

i

i i

i

S

i

i j L

m

i

Q

y n c c c h j

n c p j c p c p GF

 

  

   





     

      

     

    

            

  

 

 (1)  

Здесь {0,1, 2,...},n  {..., 1,0,1,...}, 1,3c     ; ],,,[ 321 cccny  и , 1 2 3[ , , , ]i n c c c  есть соответственно 

выходная и входная последовательности над полем )2(GF  (см.: [1, 5]). Присутствие записи )2(GF   

в формуле (1) указывает, что эта формула выполняется над полем )2(GF , т.е. операции сложения и 
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умножения есть сложение и умножение по mod 2 (это не касается выражений , ,( , , , ),n        

1 1 2 2( ), ( )c p j c p     и 3 3 ( )c p   ); 

{ (1),..., ( )},P p p r     (1) ... ( ) ,p p r        ( ) {..., 1,0,1...},p j    ,,1 rj   1,3  ; 

( )i F i   (через )(iF  обозначено число элементов множества )(iF ), где  
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)()()()( 332211  LLLL  , 

где  
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Пусть  [0, ] 0,1,... ,   [0, ] {0,1,..., },   1,3n c C C         , и 0 ( , , , , , )kV i j     есть следую-

щая 1)1)(1)(1)(1( 321  CCCN -мерная матрица: 
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В матрице (2) каждому набору ],0[],0[],0[],0[),,,( 321321 CCCNcccn   соответствует одна строка. 

На основе  матрицы 0 ( , , , , , )kV i j     строятся  матрицы 
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. Пусть  

 , 1 2 3{ [ , , , ]: [0, ], [0, ], 1,3},i n c c c n N c C         {1,..., },i     },...,1{ Si , (4)  

таковы, что матрица V , образованная из них по формулам (2), (3), удовлетворяет условию ортого-

нальности       

 1,1 , ,diag{ ,..., }; 0, 1,...,R RV V d d d R
     .  (5) 
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Тогда последовательности (4) называются ортогональными (в совокупности) входными последова-

тельностьями (ОВП) для 4D-НМДС (1). 

 

2. Условия ортогональности для входной последовательности D4 -НMДC 

 

Обозначим через 1( , , , , )R i j   , 
2 ( , )R i  , 

3( )R i , R  количество столбцов матрицы 1( , , , , ),V i j    

2 ( , )V i  , )(3 iV , V  соответственно. Ясно, что  

1 ,( , , , , )  ,iR i j       2 , ,( , ) i iR i L     , 
3 2

1

( ) ( , )
i

i

R i R i





  . 

Теорема 1. Пусть имеют место формулы (2), (3). Для того чтобы входная последовательность (4) 

была ортогональной (в совокупности) входной последовательностью для 4D-НМДС (1), необходимо 

и достаточно, чтобы для всех {1,..., },i   },...,1{ Si , выполнялись соотношения 

 
2 22 2 1,1 ( , ), ( , ) , 2( , ) ( , ) diag{ (2, , ),..., (2, , )} ,   (2, , ) 0,  1,..., ( , ) ,R i R iV i V i d i d i d i R i

              (6) 

где , (2, , )d i    есть элемент матрицы 2 2 ( , ) ( , )V i V i  , а для всех {1,..., },i   {1,..., }i S , 

{1,..., },   {1,..., }i i S
     , ( , ) ( , )i i     выполнялось соотношение 

 
2 22 2 ( , ) ( , )( , ) ( , ) 0 ,R i R iV i V i

   
     (7) 

где в (7) через 
2 2( , ) ( , )0R i R i     обозначена нулевая матрица с размерностью 2 2( , ) ( , )R i R i    . 

Доказательство. По определению матрицы V  имеем: 

  3 3( ) ( ) , 1, , 1,  .V V V V S S         (8) 

По (8) для того, чтобы V  удовлетворяла условию ортогональности, необходимо и достаточно, 

чтобы для всех {1,..., }S  выполнялись соотношения 

 
3 33 3 1,1 ( ), ( ) , 3( ) ( ) diag{ (3, ),..., (3, )} ,   (3, ) 0,  1,..., ( ) ,R RV V d d d R
              (9) 

где , (3, )d    есть элемент матрицы 3 3( ) ( )V V  , а для всех {1,..., }S , {1,..., }S ,     выполня-

лось соотношение 

 
3 33 3 ( ), ( )( ) ( ) 0 .R RV V      (10) 

Из формулы 3 2 2( ) ( ( ,1) ...  ( , ))iV i V i V i   имеем 

  3 3 2 3( ) ( )  ( , ) ( , ) , 1, , 1, .i iV i V i V i V i            (11) 

Из (11) следует, что для того, чтобы 3 ( )V   удовлетворяла условию ортогональности (9), необходимо 

и достаточно, чтобы для всех {1,..., }i  выполнялись  

 
2 22 2 1,1 ( , ), ( , ) , 2( , ) ( , ) diag{ (2, , ),..., (2, , )} ,  (2, ) 0,  1,..., ( , ) ,R i R iV i V i d i d i d R i

              (12) 

где , (2, , )d i    есть элемент матрицы 2 3( , ) ( , )V i V i  , а для всех {1,..., }i  , {1,..., }i  ,     вы-

полнялось 

 
2 22 2 ( , ), ( , )( , ) ( , ) 0 .R i R iV i V i

     (13) 

Таким образом, учитывая соотношения (8)–(13), для удовлетворения матрицей V условия ортого-

нальности (5) необходимыми и достаточными условиями являются условия (6), (7). Теорема дока-

зана.  

Соотношения (6) есть условие собственной ортогональности каждой последовательности (4),  

а соотношения (7) – взаимной ортогональности последовательностей (4) и последовательностей 

, 1 2 3{ [ , , , ]: [0, ], [0, ], 1,3},i n c c c n N c C         {1,..., },i
    },...,1{ Si  . 
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Теорема 2. Пусть {1,..., },i   },...,1{ Si . Для собственной ортогональности последователь-

ностей 
, 1 2 3{ [ , , , ]: [0, ], [0, ], 1,3}i n c c c n N c C       необходимо и достаточно, чтобы для всех 

,( , , ) ij L     выполнялись соотношения 

 1 11 1 1,1 ( , ,( , , )), ( , ,( , , ))

, 1

( , ,( , , )) ( , ,( , , )) diag{ (1),..., (1)},

(1) 0,  1,..., ( , ,( , , )) ,

R i j R i jV i j V i j d d

d R i j



     

 

      

     
 (14) 

где )1(,d  есть элемент матрицы 1 1( , ,( , , )) ( , ,( , , ))TV i j V i j       , а для всех ,( , , ) ij L    , 

,( , , ) ij L 
     , ( , , ) ( , , )j j        выполнялось соотношение 

 
1 11 1 ( , ,( , , )) ( , ,( , , ))( , , , , ) ( , , , , ) 0 .T

R i j V i jV i j V i j       
           (15) 

Доказательство. По формулам (3) можем записать матрицу 2 2( , ) ( , )V i V i   в следующем ком-

пактном виде: 

 2 2 1 1 , ,( , ) ( , ) ( ( , ,( , , ) ) ( , ,( , , ) )), 1,  , 1,  .i iV i V i V i j V i j L L 
                 (16) 

По (16) ясно, что в матрице 2 2( , ) ( , )V i V i   на главной диагонали стоят элементы  

1 1 ,( , ,( , , ) ) ( , ,( , , ) ),   1,  , T
iV i j V i j L            

а элементы, стоящие вне главной диагонали, есть элементы                                                                         

1 1 , ,( , ,( , , ) ) ( , ,( , , ) ), 1,  , 1,  , . T
i iV i j V i j L L                 

Поэтому если для каждых 
,{1,..., } iL    в матрице 1 1( , ,( , , ) ) ( , ,( , , ) )V i j V i j

        все диагональ-

ные элементы ненулевые, тогда выполняется условие (14), а если для каждых 
,{1,..., },iL   

,{1,..., }iL  ,     , матрица 1 1( , ,( , , ) ) ( , ,( , , ) )V i j V i j
        есть нулевая матрица, тогда выпол-

няется условие (15). Таким образом, для удовлетворения соотношения (6) необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись условия (14) и (15). Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть: I. a) Для всех {1,..., },i   },...,1{ Si  вспомогательная последовательность 

],,,[ 321, cccni   является  0,1  – последовательностью с периодом ( , ) 1,T i    1( , ) 1A i   , 2 ( , ) 1A i    и 

3( , ) 1A i    соответственно по аргументам 
1,n c , 2c  и 3c , где ( , ) 1 ,T i N   ( , ) 1 , 1,3A i C      ; 

б) Для всех {1,..., },i   },...,1{ Si  справедливы соотношения 

 2 22 2 1,1 ( , ), ( , )

, 2

( , ) ( , ) diag{ (2, , ),..., (2, , )},  

(2, , ) 0,  1,..., ( , ) ,

R i R iV i V i d i d i

d i R i


 

 

    

    
 (17) 

где , (2, , )d i    есть элемент матрицы 2 2 ( , ) ( , )V i V i  , а матрица ),(2 iV  образована из последова-

тельностей {  )]},,(,0[  :],,,[ 321,   iTncccni   1 1 2 2 3 3[0, ( , )], [0, ( , )], [0, ( , )]c A i c A i c A i       последо-

вательно по формулам:  

 , ,

, , ,

0

( )
, , , 1 1 2 2 3 3

( , , ) 1

( , , , , , )

[ ( , , , ), ( ), ( ), ( )] .

i

k

m

k
i

Q

V i j

n c p j c p c p
  

   

      

     

    

  
             
  
 

 (18)  

 
,

1 0 1 0( , , , , ) ( ( , , , , , )  ...  ( , , , , , ))
i

V i j V i j V i j


            , (19) 

 
,

2 1 1 1( , ) ( ( , ,( , , ) )  ...  ( , ,( , , ) ))
iL

V i V i j V i j


        . (20)    

II. a) Для всех {1,..., },i   },...,1{ Si  и  

1 2 3 1 2 3( , , , ) [0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )]n c c c T i A i A i A i         
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последовательность , 1 2 3[ , , , ]i n c c c
  определяется по формуле     

 

3

, 1 2 3 1 2 3
1

, 1 2 3 3

1 2 3
1

[ , , , ],   если ( , , , ) ( , ) ( ( , )),

[ , , , ]

0, если ( , , , ) ( , ) ( ( , )),

i

i

n c c c n c c c F i G i

n c c c

n c c c F i G i

 








     

  
     


 (21) 

где 

 1 1( , ) [ ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )] 0,  ,F i N i i N i i T i T               

 ( , ) [ ( , ), ( , ) ( , )] 0,  , 1,3,G i D i D i A i C    
          

3 3 2 3 1 2 31,1,1 1,1, 1,2,1 1,2, 1, , , , 1

1

max{ ,..., , ,..., ,..., ,..., } 1,  если ( , ) 0,
( , )

0, если ( , ) 0.

m m m m m m N i
i

N i

  
   

 

 

б) Для всех {1,..., },i   {1,..., }i S  натуральные числа 1( , )N i  , 1( , )D i  , 2 ( , )D i  , 3( , )D i   и 

область ],0[],0[],0[],0[ 321 CCCT   таковы, что для любых {1,..., },i
    },...,1{ Si  , , ,i i       , 

выполняются соотношения ( , ) ( , )F i F i      или ( , ) ( , )G i G i 
     , 1,3  .  

III. Для всех {1,..., },i  },...,1{ Si  последовательность , 1 2 3[ , ,  , ]i n c c c  есть периодическое 

продолжение последовательности , 1 2 3[ , , , ]i n c c c
  из области 1 2 3[0, ] [0, ] [0, ] [0, ]T C C C       в осталь-

ные части области ],0[],0[],0[],0[ 321 CCCN   с периодом ( , ) 1,T i    1( , ) 1A i   , 2 ( , ) 1A i    и 

3( , ) 1A i    соответственно по аргументам n , 1c , 2c  и 
3c . Тогда , 1 2 3[ , ,  ,   ]i n c c c , {1,..., },i   

},...,1{ Si , есть ортогональные входные последовательности для 4D-НМДС (1). 

С учетом условия (17) и ( , ) 1 ,T i N    ( , ) 1 , 1,3A i C      , для каждых {1,..., },i   

},...,1{ Si  вспомогательной последовательностю , 1 2 3[ , , , ]i n c c c  называются короткие вспомогатель-

ные ортогональные последовательности.   

Условие I теоремы 3 есть условие независимости ортогональных входных последовательно-

стей, условие II есть условие разделения ортогональных входных последовательностей друг от друга 

по временной области и пространственной области, а условие III – условие периодичности ортого-

нальной входной последовательности.  

Для построения ортогональных входных последовательностей , 1 2 3[ , , , ]i n c c c , {1,..., },i   

},...,1{ Si , можем использовать методику построения ортогональных входных последовательностей, 

состоящую из следующих этапов:  

1. Построение коротких ортогональных вспомогательных последовательностей , 1 2 3[ , , , ]i n c c c , 

{1,..., },i   },...,1{ Si , в соответствие с условием I теоремы 3 в отдельности, т.е. независимо от 

, 1 2 3[ , , , ]i n c c c  , {1,..., },i
    {1,..., }i S , , ,i i       ;  

2. В соответствии с условием II теоремы 3, разделяя область определения ортогональных по-

следовательностей , 1 2 3[ , , , ]i n c c c , {1,..., },i   },...,1{ Si , по аргументу n, или c1, или c2, или c3, или 

по двум, или трем, или четырем аргументам, по формуле (21) строятся последовательности 

, 1 2 3[ , , , ]i n c c c
 , {1,..., },i   },...,1{ Si , в области ],0[],0[],0[],0[ 321 CCCT  , где  

],0[],0[],0[],0[ 321 CCCT   ],0[],0[],0[],0[ 321 CCCN  ; 

3. В соответствии с условием III теоремы 3 с продолжением последовательностей 

, 1 2 3[ , , , ]i n c c c
 , {1,..., },i  },...,1{ Si , из области ],0[],0[],0[],0[ 321 CCCT   с периодом 

1   ,1 1  CT , 12 C  и 13 C  соответственно по аргументам n, c1, c2 и c3 в остальных частях области 

],0[],0[],0[],0[ 321 CCCN   строятся соответственно ортогональные входные последовательности 

, 1 2 3[ , , , ]i n c c c , {1,..., },i   },...,1{ Si . 
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Таким образом для построения ОВП , 1 2 3[ , , , ]i n c c c , {1,..., },i  },...,1{ Si , сначала нужно 

выполнить построение ортогональных последовательностей , 1 2 3[ , , , ]i n c c c , {1,..., },i   },...,1{ Si . 

 

3. Условия ортогональности коротких вспомогательных последовательности 

 

Легко можно доказать следующую теорему. 

Теорема 4 .  Пусть имеет место обозначение (18)–(20). Для того чтобы выполнялось условие 

ортогональности (17) необходимо и достаточно, чтобы: 

а) для каждой четверки ),,,( 321 cccn  в соответствующей ей строке в не более одной из матриц 

1( , , , , )V i j   , ,( , , ) ij L    , содержалось бы не более одного ненулевого элемента; 

б) для каждых ,( , , ) ij L     все столбцы матрицы 1( , , , , )V i j    содержали хотя бы один нену-

левой элемент. 

Через ( , )i   обозначим количество ненулевых компонентов вектора  

),...,,,...,...,,,...,(
3213233 ,,,,1,2,11,2,1,1,11,1,1,  mmmmmmmi  . 

Ясно, что ,( , )  ii Q    . Пусть последовательность ненулевых компонентов вектора ,im   есть следу-

ющая последовательность:  

 

1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1, (1) 1, (1) 1, (1) 1, (1) 1, (1)

2,1 2,1 2,1 2,1 2,1 2, (2)

1, , (1, ,1) 1, , (1, , (1, )) 1, , (1, ,1) 1, , (1, , (1, ))

2, , (2, ,1) 2, , (2, , (2, )) 2, , (2

,..., ,..., ,..., ,...

..., ,..., ,...,

m m m m

m m m

    



               

          2, (2) 2, (2) 2, (2) 2, (2)

1 ,1 1 ,1 1 ,1 1 ,1 1 ,1 1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 ,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

, ,1) 2, , (2, , (2, ))

, , ( , ,1) , , ( , , ( , )) , , ( , ,1) , , ( , , ( ,

,..., ,...

..., ,..., ,..., ,...,

m

m m m m

   

   

     

                ( )1
)).

 (22) 

Здесь для каждого 
1{1,..., }  считается, что 2( )    и ,1 , ( ) 21 ... ,          а для каждых 

1{1,..., }  и ,1 , ( ){ ,.... }       считается, что 
3( , )     и 

31 ( , ,1) ... ( , , ( , ) .               

Ясно, что 
1 ( )

1 1

( , , ( , )) ( , )i
 

 

         . 

Посмотрим следующие множества, построенные на основе первых, вторых и третих индексов 

элементов последовательности (22):  

1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1, (1) 1, (1)

1, (1) 1, (1) 1, (1) 2,1 2,1 2,1 2,1 2,1

( , ) {(1, , (1, ,1)),...,(1, , (1, , (1, ))),...,(1, , (1, ,1)),...

...,(1, , (1, , (1, ))),(2, , (2, ,1)),...,(2, , (2, , (2, ))),...

i  

  

             

            
 

2, (2) 2, (2) 2, (2) 2, (2) 2, (2)...,(2, , (2, ,1)),...,(2, , (2, , (2, ))),...             

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 ,1 1 ,1 1 ,1 1 ,1 1 ,1

1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( )

...,( , , ( , ,1)),...,( , , ( , , ( , ))),...

...,( , , ( , ,1)),...,( , , ( , , ( , )))},    

       

       
 

1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1, (1) 1, (1)1 1 (1, ,1) 1 (1, , (1, )) 1 (1, ,1)( , ) {( , , ),...,( , , ),...,( , , ),...i j j j
                     

1, (1) 1, (1) 1, (1) 2,1 2,1 2,1 2,1 2,1

2, (2) 2,1 2, (2) 2, (2) 2, (2) 1 ,11

1 (1, , (1, )) 2 (2, ,1) 2 (2, , (2, ))

2 (2, ,1) 2 (2, , (2, ))

...,( , , ),( , , ),...,( , , ),...

...,( , , ),...,( , , ),...,( , ,

j j j

j j j

  

   

            

        

     

    
1 ,11

1 ,1 1 ,1 1 ,1 1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 , ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( , ,1)

( , , ( , )) ( , ,1) ( , , ( , ))

),...

...,( , , ),...,( , , ),...,( , , )}.j j j
    

 

            



     

 

Пусть для фиксированных ( , )i   удовлетворяются:  

1. 1 2( , ), ( , )A i A i   и 3 ( , )A i   есть какие-либо натуральные числа и множества ,E  1 ( , ),..., iM M   

образованы из элементов множества 1 2 3[0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )]A i A i A i     . Числа 1 2( , ), ( , )A i A i   и 

3 ( , )A i   и эти множества таковы, что:  
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а) если какая-нибудь тройка ),,,( 321 ccc  где [0, ( , )]c A i   , 1,3  , входит в одно из множеств 

,E  1 ( , ),..., iM M  , тогда в то же множество входят любые элементы из множества        

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 2 3

2 1 3 3 1 2

{( ( ( , ) 1), ( ( , ) 1), ( ( , ) 1)) 1,...,( ( , ) 1)( ( , ) 1),

                    1,...,( ( , ) 1)( ( , ) 1), 1,...,( ( , ) 1)( ( , ) 1)};

c k A i c k A i c k A i k A i A i

k A i A i k A i A i

                

         
 

б) для любой тройки 1 2 3 1 2 3( , , ) [0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )]c c c A i A i A i       справедливо неравенство 

( , ) ( , ),i i      где 

( , )

1 1 2 2 3 3

1

( , ) ({ } { } { }) (    ) ;

i

i c P c P c P M

 





         

в) если для какой-либо тройки 1 2 3 1 2 3( , , ) [0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )]c c c A i A i A i       имеет место 

( , ) ( , ),i i      то найдется такая тройка ,( , , ) ij L    , при которой для всех ( , , ) ( , )i      тройка 

1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))c p j c p c p        входит во множество M , где  

 
1

1 1 1

( ) 11

1 1 1 1

1 1 1

( , , ( , )) ( , , ( , ))

  

     

                   ,  

а для всех 1 2 3 1( , , ) ({1,..., }) {1,..., } {1,..., }) \ ( , )r r r i         тройка 1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))c p c p c p        

входит в множество E ;                  

г) для любых ,( , , ) ij L     найдется такая тройка )],(,0[)],(,0[)],(,0[),,( 321321  iAiAiAccc 

, при которой для всех ( , , ) ( , )i      тройка 1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))c p j c p c p        входит во множе-

ство M ,  где  
1

1 1 1

( ) 11

1 1 1 1

1 1 1

( , , ( , )) ( , , ( , ))

  

     

                   , а для всех ( , , )    }),...,1({ 1r  

),(\}),...,1{},...,1{ 132 irr   тройка 
1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))c p c p c p       входит во множество E . 

2. Для каждой {1,..., ( , )}i    двухзначная функция [ ]z n  есть функция с периодом 1J   и 

при J   матрица  

1

( ) [ ( )] , 0, , 1,

b

q

r

B z n r n q


 



 
        
 
 
  

удовлетворяет условиям ортогональности, где ( (1),..., ( ))q q b   есть q-й элемент множества 

0{( (1),..., ( ))} 0 (1) ... ( ) }q q q qb b n          и 
, ,, , ( , )b m

         , а между величинами μ, α, β и γ 

существует соотношение 
1

1 1 1

( ) 11

1 1 1 1

1 1 1

( , , ( , )) ( , , ( , ))

  

     

                   .  

3. Для каждой 1 2 3 1 2 3( , , , ) [0, ( , )] [0, ( , ] [0, ( , )] [0, ( , )]n c c c J i A i A i A i         последовательность 

, 1 2 3[ , , , ]i n c c c  определяется по формуле 

1 2 3

1 1 2 3 1

, 1 2 3

( , ) 1 2 3 ( , )

0,   если   ( , , )  ,

[ ],   если ( , , ) , 
[ , , , ]

...............................................

[ ],   если ( , , )  ,

i

i i

c c c E

z n c c c M
n c c c

z n c c c M



   





  


 

 

где  

( , )

1

( , )    ( 1) 1.

i

J i J

 





 
    

 
 
  



Условия ортогональности входных последовательностей  

87 

Теорема 5.  Пусть для фиксированных ( , )i   удовлетворяются условия (1)–(4) и 

1 2 3[0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )]J i A i A i A i        есть область определения последовательностей (функ-

ций) , 1 2 3[ , , , ]i n c c c . Если элементы множества { 1 1,..., ( , )}J i       взаимно простые числа, тогда 

матрица 2 ( , )V i  , определяемая по (18)–(20), удовлетворяет условиям ортогональности (17). 

Доказательство. Рассмотрим произвольное ,( , , ) ij L    . Согласно п. «г» из условия 1 суще-

ствует такая тройка 1 2 3 1 2 3( , , ) [0, ( , )] [0, ( , )] [0, ( , )]c c c A i A i A i      , при котором для всех 

( , , ) ( , )i      тройка 1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))c p j c p c p        входит во множество M , где 

1

1 1 1

( ) 11

1 1 1 1

1 1 1

( , , ( , )) ( , , ( , ))

  

     

                   , 

и для всех 1 2 3 1( , , ) ({1,..., }) {1,..., } {1,..., }) \ ( , )r r r i         тройка 1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))c p c p c p       

входит в множество E . Поскольку элементы множества { 1 1,..., ( , )}J i       – взаимно простые 

числа, то по лемме 3.6 [3. С. 59–60] матрица, образованная из строк 1( , , , , )V i j   , соответствующих 

набору ),,,,( 321 cccn  [0, ( , )]n i   , ортогональна. Таким образом, все столбцы матрицы 1( , , , , )V i j    

содержат не менее чем один ненулевой элемент. 

Докажем, что любая строка матрицы 1( , , , , )V i j    содержит не более чем один ненулевой эле-

мент. Для этого рассмотрим произвольные )],(,0[)],(,0[],(,0[),,( 321321  iAiAiAccc  . По п. «а» 

условия 1 возможно два случая:  

1. ( , ) ( , ).i i     В этом случае для каждого [0, ( , )]n i    строка, соответствующая набору 

),,,,( 321 cccn  содержит только нулевые элементы. 

2. ( , ) ( , ).i i     В этом случае, поскольку элементы множества { 1 1,..., ( , )}J i       взаимно 

простые числа, матрица, образованная из строк матрицы 1( , , , , )V i j   , соответствующих набору 

),,,,( 321 cccn  [0, ( , )]n J i  , ортогональна по лемме 3.6 [Там же]. Таким образом, любая строка матри-

цы 1( , , , , )V i j    содержит не более чем один ненулевой элемент. 

Теперь докажем, что если строка, соответствующая какому-либо произвольному набору 

),,,,( 321 cccn  в матрице 1( , , , , )V i j    содержит ненулевой элемент, то строка, соответствующая набо-

ру ),,,,( 321 cccn  в любой матрице из множества 

1 ,{ ( , , , , )   ( , , ) ,    ( , , ) ( , , )}iV i j j L j j
                    

содержит только нулевые элементы. Предположим противное. Пусть существует такой набор 

1 2 3 1 2 3( , , , ) [0, ( , )] [0, ( , ] [0, ( , )] [0, ( , )]n c c c J i A i A i A i             и тройки ( , , )j     и ( , , )j   , для которых 

строки, соответствующие тройке ),,,( 321 cccn   матрицы 1( , , , , )V i j    и матрицы 1( , , , , )V i j     , со-

держат ненулевые элементы, где ( , , ) ( , , )j j       . Не умаляя общности, предположим, что jj  , 

   , а    . По определению 
31( ,..., )    ,  

31( ,..., )      . Не умаляя общности, предположим, 

что существует такое 3{1,..., },f   при котором f f
    и g g

   , fg  .   

Рассмотрим следующие множества с ( , )i   элементом 

1 1 2 2 3 3 ,{( ( ), ( ), ( )) ( , , ) }ic p j c p c p Q             , 

1 1 2 2 3 3 ,{( ( ), ( ), ( )) ( , , ) }ic p j c p c p Q   
              . 

Все клетки (элементы) множества   и  по одному входят в соответствующих множества во 

1 ( , ),..., iM M  . Однако, кроме элементов 1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))fc p j c p c p      , 11, ,   21, ,  все 

остальные элементы множества   входят и в множество  . А кроме элементов 
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1 1 2 2 3 3( ( ), ( ), ( ))fc p j c p c p 
     , 1 21, , 1, ,     все остальные элементы множества   входят 

и в множество  . Поэтому количество клеток, входящих в множества 1 ( , ),..., iM M  , больше, чем 

число ( , )i  . Отсюда вытекает, что ( , ) ( , ) .i i      А это противоречит п. «б» условия 2. Таким об-

разом, полностью удовлетворяются условия теоремы 4. Поэтому матрица 2 ( , )V i  , определяемая по 

(18)–(20), удовлетворяет условиям ортогональности (17). Теорема доказана. 

 

Заключение 

 

В работе для двоичных 4D-модулярных динамических систем, заданных в виде двухзначного 

аналога полинома Вольтерры, приведено понятие ортогональной входной последовательности. Дока-

зана теорема о необходимом и достаточном условиях ортогональности в совокупности входных по-

следовательностей двоичных 4D-НMДC (1). Доказана теорема о необходимом и достаточном услови-

ях собственной ортогональности каждой входной последовательности двоичных 4D-НMДC (1). 

Предложена методика построения ортогональной входной последовательности на базе коротких 

вспомогательных ортогональных последовательностей. Приведены достаточные условия ортогональ-

ности коротких вспомогательных последовательностей и формулы их определения. 
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Binary 4D-nonlinear modular dynamic system (4D-NMDS) with fixed memory n0, limited connection 
1 2 3P P P  , with the 

degree S, described by two-valued analogue of Volterra’s polynomial, is considered                  

  
, ,

, ,

, , ,

1 2 3 ,

1 1 ( , , )

, , , 1 1 2 2 3 3

( , , ) 1

[ , , , ] [ , , , ]

  [ ( , , , ), ( ), ( ), ( )], (2).
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i i
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i j L
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i
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y n c c c h j

n c p j c p c p GF
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  

   





     

      

     

    

           

  

 

 (1) 

Here  [0, ] 0,1,... ,   [0, ] {0,1,..., },  1,3;n c C C           { (1),..., ( )},P p p r     (1) ... ( ) ,p p r       

( ) {..., 1,0,1...},p j    1,..., ,j r  1,3  . On the base of binary input sequences 

         , 1 2 3 1 1 2 2 3 3{ [ , , , ] : [0, ], [0, ], [0, ], [0, ]}i n c c c n N c C c C c C     ,  1,..., ,i    1,..., ,i S  (2) 

the matrices 0( , , , , , )V i j    , 1( , , , , )V i j   , 2( , )V i  , 3( )V i , V are constructed sequentially. Let a number of columns of this matrices be 

1( , , , , )R i j   , 2( , )R i  , 3( )R i , R respectively. All these matrices have 1 2 3( 1)( 1)( 1)( 1)N C C C     rows. Here 
0 1 2 3( 1)

1

S
i
n r r r

i

R C 



 . 

If sequences (2) are such, that satisfied the conditions 1,1 ,diag{ ,..., },R RV V d d   , 0,d    1,...,R , then sequences (2) are 

called the orthogonal input sequences for 4D-NMDS (1). 

In order for the input sequence (2) to be an orthogonal input sequence for the 4D-LMDS (1), it is necessary and sufficient that for 

all {1,..., },i   {1,..., }i S  the relations hold   

     
2 22 2 1,1 ( , ), ( , ) , 2( , ) ( , ) diag{ (2, , ),..., (2, , )} ,   (2, , ) 0,  1,..., ( , ) ,R i R iV i V i d i d i d i R i

              (3) 

where , (2, , )d i    are elements of matrix 2 2 ( , ) ( , )V i V i  , and for all {1,..., },i   {1,..., }i S , {1,..., },i    {1,..., }i S , 

( , ) ( , )i i     the ratio 
2 22 2 ( , ) ( , )( , ) ( , ) 0R i R iV i V i

        was satisfied. 

For own orthogonality of sequences , 1 2 3{ [ , , , ] : [0, ]},i n c c c n N   [0, ],c C   1,3  , it is necessary and sufficient that for 

all ,( , , ) ij L     the ratio 

1 11 1 1,1 ( , ,( , , )), ( , ,( , , ))( , ,( , , )) ( , ,( , , )) diag{ (1),..., (1)} ,R i j R i jV i j V i j d d
             

, (1) 0,d   11,..., ( , ,( , , )),R i j      

hold, and for all ,( , , ) ij L    , ,( , , ) ij L      , ( , , ) ( , , )j j        the ratio 

1 11 1 ( , ,( , , )) ( , ,( , , ))( , , , , ) ( , , , , ) 0  R i j V i jV i j V i j
                 

was satisfied. The sufficient conditions for orthogonality of the input sequence for 4D-NMDS (1) are given. The technique to con-

struct an orthogonal input sequences based on auxiliary orthogonal sequences is proposed. The sufficient conditions for orthogonality 

of short auxiliary sequences and formulas for their definition are given. 

 

Keywords: 4D-nonlinear modular dynamic system; orthogonal input sequences; conditions of orthogonality.. 
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