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ПРИ ДОЛГОСРОЧНОМ ПРОГНОЗИРОВАНИИ1

Исследуются системы массового обслуживания с неограниченным числом
приборов с входящим нестационарным пуассоновским потоком и случай-
ным потоком, управляемым цепью Маркова. Показывается нецелесообраз-
ность аппроксимации процесса рождаемости потоками Пуассона при долго-
срочном прогнозировании.
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В математической демографии случайный поток однородных событий момен-
тов рождения младенцев, как правило, аппроксимируют потоком Пуассона [1],
например в [2]. Такая модель представляется достаточно адекватной реальной си-
туации при краткосрочном прогнозировании на сроки не более 10 – 15 лет. Одна-
ко для среднесрочных прогнозов порядка 20 – 50 лет необходимо рассматривать
более адекватные математические модели процесса рождаемости, учитывающие
изменения во времени численности женщин репродуктивного возраста, и более
того, учитывающие распределение численностей возрастных групп данных жен-
щин, так как коэффициенты рождаемости существенно меняются в рамках репро-
дуктивного возраста (15 – 49 лет) в зависимости от возраста женщин.

В качестве таких математических моделей процесса рождаемости могут вы-
ступать случайные потоки со случайной интенсивностью (потоки Кокса) или
дважды стохастические потоки, или, другими словами, случайные потоки, управ-
ляемые случайными процессами, среди которых наиболее популярны ММР-
потоки или МАР-потоки [3].

В данной работе рассматривается наиболее простая для исследования матема-
тическая модель случайного потока, управляемого цепью Маркова. Такая модель
определяется как поток заявок в автономной системе массового обслуживания с
неограниченным числом приборов и средним значением m(t) числа занятых при-
боров.

Далее исследуется система массового обслуживания с неограниченным чис-
лом приборов, на вход которой поступает нестационарный пуассоновский поток с
интенсивностью λ(t), выбираемой из условия совпадения средних значений числа
приборов, занятых в автономной системе и в системе с пуассоновским входящим
потоком.

Показывается, что характеристики таких систем массового обслуживания су-
щественно различаются, что говорит о нецелесообразности аппроксимации про-
цесса рождаемости потоком Пуассона.
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы (2009 –
2010 гг.)» Федерального агентства по образованию РФ по проекту «Разработка методов исследования
немарковских систем массового обслуживания и их применения к сложным экономическим системам
и компьютерным сетям связи».
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1. Математическая модель
автономной системы массового обслуживания

Рассмотрим марковскую автономную систему массового обслуживания с не-
ограниченным числом приборов (рис. 1), функционирующую следующим обра-
зом:
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Рис. 1. Марковская автономная система массового обслуживания

Поступающая заявка занимает любой свободный прибор. Время обслуживания
имеет экспоненциальное распределение с параметром µ. В течение времени об-
служивания заявка с интенсивностью b генерирует новые заявки, которые зани-
мают другие свободные приборы, то есть с вероятностью bΔt + o(Δt) за бесконеч-
но малый интервал времени (t, t+Δt) обслуживаемая заявка генерирует новую. За-
вершив обслуживание на приборе, заявка покидает систему. Времена обслужива-
ния различных заявок и процедуры генерирования новых заявок стохастически
независимы. Очевидно, что число приборов i(t), занятых в рассматриваемой сис-
теме, является цепью Маркова, поэтому поток заявок, поступающих на приборы,
– случайный поток, управляемый цепью Маркова.

2. Исследование автономной системы массового обслуживания

Так как процесс i(t) является цепью Маркова, то для его распределения веро-
ятностей

( , ) { ( ) }P i t P i t i= =

по формуле полной вероятности запишем равенство
( , ) ( , )(1 )(1 ) ( 1, )( 1) ( 1, )( 1) ( )P i t t P i t i t ib t P i t i b t P i t i t o t+ Δ = − μΔ − Δ + − − Δ + + + μΔ + Δ ,

из которого нетрудно получить систему дифференциальных уравнений Колмого-
рова
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Обозначая характеристическую функцию числа занятых приборов
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из (1) получим уравнение для H(u,t) в виде
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решение H(u,t) которого найдем методом характеристик. Уравнение для характе-
ристик

{ }1 ( 1) ( 1)ju ju
dt du

j e b e−
=

− + − μ
(3)

является уравнением с разделенными переменными, решение которого определя-
ется интегрированием левой и правой его частей. Первый интеграл уравнения (3)
запишем в виде
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поэтому общее решение уравнения (2) можно записать следующим образом:
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где φ(z) – произвольная дифференцируемая функция.
Будем полагать, что в начальный момент времени t=0 в рассматриваемой

СМО занято N приборов, то есть для уравнения (2) задано начальное условие
( ,0) juNH u e= , из которого следует, что
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поэтому в силу (4) для характеристической функции H(u,t) можно записать

( 1) exp{( ) }
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При b=µ характеристическая функция (5) принимает вид
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Из (5) нетрудно получить, что среднее значение m(t) числа занятых приборов
составляет

( ) exp{( ) }m t N b t= −μ . (7)

3. Исследование системы с неограниченным числом приборов
при пуассоновском входящем потоке

Рассмотрим марковскую систему массового обслуживания с неограниченным
числом приборов, на вход которой поступает нестационарный пуассоновский по-
ток интенсивности λ(t). Вид функции λ(t) определим ниже. Времена обслужива-
ния различных заявок стохастически независимы, одинаково распределены.
Функция распределения времени обслуживания экспоненциальная с параметром µ.
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Пусть в начальный момент времени t = 0 в системе занято N приборов. Не-
трудно показать, что характеристическая функция
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числа занятых приборов в такой системе имеет вид

{ } ( ){ }0
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В силу этого равенства среднее значение m(t) числа занятых приборов

0
( ) ( )

tt tm t Ne e e d−μ −μ μτ= + λ τ τ∫ . (9)

Вид функции λ(t) выберем из условия совпадения математических ожиданий
числа занятых приборов в рассматриваемых системах обслуживания. Тогда в силу
равенств (7) и (9) можно записать

0
exp{( ) } ( )

tt tN b t Ne e e d−μ −μ μτ−μ = + λ τ τ∫ ,

из которого получим, что интенсивность λ(t) имеет вид
( ) exp{( ) }t bN b tλ = −μ . (10)

Для такой интенсивности входящего пуассоновского потока в системе
M(t)|M|∞  и автономной системе средние значения числа занятых приборов оди-
наковы и определяются равенством (7). Для интенсивности λ(t) вида (10), харак-
теристическая функция (8) примет вид

{ } ( ) ( ){ }( , ) 1 exp 1 1
Nt ju t ju t btG u t e e e e Ne e−μ −μ −μ= − + − − . (11)

Из (11) следует, что G(u,t) является характеристической функцией суммы двух
независимых случайных величин, первая из которых имеет биномиальное распре-
деление с вероятность успеха te−μ и N – числом опытов, а вторая имеет пуассо-
новское распределение с параметром ( )1t btNe e−μ − .

4. О нецелесообразности аппроксимации
процесса рождаемости потоком Пуассона

Найдем распределения вероятностей P(i,t) и PA(i,t), определяемых характери-
стическими функциями G(u,t) и H(u,t). Определяя обратное преобразование Фу-
рье, получим равенства
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1( , ) ( , )
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Подставляя (5) и (11) в равенства (12) и (13) и выполняя здесь численное ин-
тегрирование, найдем распределения вероятностей P(i,t) и PA(i,t) для заданных
значений параметров µ, b, N и времени t. Определим расстояние между распреде-
лениями P(i,t) и PA(i,t) равенством
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0 0
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Для значений параметров µ = 1 и N = 15 найдем значения расстояния ( , )b tρ
для различных значений параметров b и t, которые приведены в таблице. Здесь, в
силу равенства µ = 1, единицей времени является среднее значение продолжи-
тельности жизни человека (60 – 70 лет).

Расстояние между распределениями P(i, t) и PA(i, t)
для различных значений параметров b и t

tb 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,8 0,019 0,039 0,057 0,075 0,090
1,2 0,030 0,059 0,086 0,112 0,136
1,5 0,038 0,073 0,107 0,139 0,167

Результаты, приведенные в таблице, показывают, что расстояние ( , )b tρ  воз-
растает с ростом значений параметра b и времени t.

Заключение

Полагая, что аппроксимация одного распределения вероятностей другим воз-
можна, когда расхождение между ними не превосходит 0,03, можно сделать вы-
вод о допустимости аппроксимации процесса рождаемости потоком Пуассона при
краткосрочном прогнозировании, когда 0, 2t < . Однако при рассмотрении сред-
несрочных прогнозов на 20 – 50 лет, а тем более долгосрочных прогнозов на пе-
риоды более 50 лет аппроксимация процесса рождаемости пуассоновским пото-
ком нецелесообразна, так как приводит к значительным расхождениям.
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