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В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В данной работе предлагается методика изучения разрешимости обратной
задачи для квазилинейного дифференциального уравнения в частных произ-
водных первого порядка. С помощью нелинейного метода характеристик,
основанного на введении дополнительного аргумента, задача сводится к
изучению нелинейного интегрального уравнения. Восстанавливаемая функ-
ция находится из нелинейного интегрального уравнения Вольтерра первого
рода с помощью нелинейного интегрального преобразования.
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1. Постановка задачи

В области D  рассматривается квазилинейное дифференциальное уравнение
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Уравнения вида (1) встречаются при решении многих задач механики. Стан-

дартные методы позволяют найти точные (частные) решения квазилинейных

уравнений в частных производных первого порядка при конкретных случаях не-

линейных функций, входящих в данное уравнение [1]. Для нахождения общих

решений квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных с

общими нелинейными функциями эффективным является метод, который позво-

ляет поставленную задачу заменить эквивалентным ей нелинейным интегральным

уравнением Вольтерра второго рода.
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В данной работе изучается обратная задача для нелинейного дифференциаль-

ного уравнения, где восстанавливаемая функция ( )tσ  находится в нелинейной

правой части данного уравнения. При решении обратной задачи (1) – (3) относи-

тельно восстанавливаемой функции получаем нелинейное интегральное уравне-

ние Вольтерра первого рода, которое с помощью нелинейного интегрального пре-

образования сводим к специальному виду нелинейного интегрального уравнения

Вольтерра второго рода.

Отметим, что изучению разрешимости обратных задач для линейных диффе-

ренциальных уравнений в частных производных посвящено большое количество

работ. Библиография публикаций, посвященных теории линейных обратных за-

дач, приведена в [2, 3].

Определение. Решением обратной задачи называется пара непрерывных

функций { }( , , ) , ( ) ,u t x y tσ  удовлетворяющая уравнению (1) и условиям (2), (3).

2. Сведение задачи Коши (1), (2)

к нелинейному интегральному уравнению

Рассмотрим  параметрическое задание характеристики как решения системы
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Изменение переменной τ  перемещает точку с координатами , ,t x y  по ха-

рактеристике. Интегрируя уравнения в (4) по ,τ  получаем
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где  ( , , , , )p t x yτ ϑ  и ( , , , , )q t x yτ ϑ  определяются из следующей системы:
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Положим
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с начальным условием
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Интегрируя (5) по τ  и используя начальное условие (6), получаем нелинейное

интегральное уравнение
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При tτ =  из (7) получаем следующее уравнение:

( )( , , ) , , ;u t x y t x y u= Θ ≡

( ) ( )

0 0

1 2
, , , ( , , ) , , , , ( , , )

t t

t t

x A s x y u s x y ds y A s x y u s x y ds
⎛ ⎞

≡ ϕ − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

( )

0

, , , ( , , ) , ( ) .

t

t

f s x y u s x y s ds+ σ∫ (8)

Нетрудно убедиться, что нелинейное интегральное уравнение (8) и задача Ко-

ши (1), (2) являются эквивалентными. Действительно, функция
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является первым интегралом уравнения
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и постоянна вдоль решения уравнения (10). Производные решения уравнения (10)

вдоль характеристик равны нулю, и функция (9) удовлетворяет уравнению (10).

В самом деле, любая достаточно гладкая функция ( , )x yΦ , постоянная вдоль ха-

рактеристик уравнения (10), удовлетворяет его.

Очевидно, что уравнение (8) удовлетворяет начальному условию (2). Теперь из
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Так как ( )
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=

то из последних двух соотношений следует, что уравнение (8) удовлетворяет

уравнению (1).

3. Сведение обратной задачи (1) – (3) к нелинейному интегральному

уравнению Вольтерра второго рода

Используя условие (3) из (8), получаем нелинейное интегральное уравнение

Вольтерра первого рода относительно неизвестной функции ( ):tσ
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Уравнение (11) с помощью классических методов невозможно свести к инте-

гральному уравнению Вольтерра второго рода, к которому мы могли бы приме-

нить метод последовательных приближений и метод сжимающих отображений.

Уравнение (11) запишем в виде
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Применяя к (12) интегральное преобразование из [4, глава 1], получаем
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Уравнения (11) и (13) являются эквивалентными.
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4. Разрешимость нелинейного интегрального уравнения (13)

Рассмотрим следующий итерационный процесс:
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Тогда нелинейное интегральное уравнение Вольтерра первого рода (11) имеет
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в силу первого условия теоремы и (15), получаем оценки
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Аналогично для произвольной разности приближения (14) имеем оценку
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Отсюда и из (16) следует, что оператор в правой части (13) является сжимаю-

щим и, следовательно, уравнение (11) имеет единственное решение на отрезке

0
; .t T⎡ ⎤⎣ ⎦

Таким образом, мы определили функцию ( )tσ  в правой части уравнения (1)

из нелинейного интегрального уравнения Вольтерра первого рода   (11).

5. Однозначная разрешимость

нелинейного интегрального уравнения (8)

Рассмотрим следующий итерационный процесс:
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Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия:
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Тогда нелинейное интегральное уравнение (8) имеет единственное решение в

области .D

Доказательство. В силу первого условия теоремы для нулевого приближения

из (17) имеем оценку

0 1 2
( , , ) .u t x y М М T≤ + (19)

С учетом (19), в силу условий теоремы, из (17) и (18) для первой разности

приближения имеем оценку
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Аналогично, в силу условий теоремы,  для произвольной разности приближе-

ния (18) по индукции получаем

1
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Из оценок (20) и (21) следует, что, согласно принципу Шаудера, оператор в

правой части (8) имеет единственную неподвижную точку. Следовательно, нели-

нейное интегральное уравнение (8) имеет единственное решение в области .D
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